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Предисловие 
 
Настоящая книга является продолжением первой части книги “Чис-

ленные методы”, изданной в 2002 году, и посвящена численному решению 
обыкновенных дифференциальных уравнений – решению задачи Коши и 
краевой задачи. В книге излагаются наиболее универсальные конечно-
разностные методы решения задач: явные и неявные методы Рунге–Кутта, 
Адамса, Гира и другие m-шаговые методы. Рассматриваются также некото-
рые приближенные методы решения краевой задачи.  

Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ, как часто их на-
зывают в последнее время) находят все более широкое применение в матема-
тических моделях, разрабатываемых для моделирования процессов и явле-
ний, происходящих в различных областях техники, науки и производства. 
Например: в механике — при моделировании процессов движения объектов; 
в биологии — при изучении процессов роста бактерий; в ядерной физике — 
при изучении процессов радиоактивного распада веществ; в химии — при 
исследовании протекания химических реакций и работы различных реакто-
ров; в электротехнике, в задачах оптимизации экономических и других про-
цессов и так далее. Одним словом, ОДУ является необходимым элементом и 
составной частью многих разрабатываемых математических моделей различ-
ных процессов и явлений. Поэтому изучение методов численного решения 
обыкновенных дифференциальных уравнений необходимо для студентов 
специальности 073000 и может быть полезно студентам других специально-
стей и аспирантам, разрабатывающим отдельные математические модели и 
использующим их на практике. 
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Введение 

Обыкновенными дифференциальными уравнениями называются урав-
нения, содержащие одну независимую переменную, искомую функцию 

)(xuu =  и одну или несколько ее производных. Например, 

0),,,,( )( =′ nuuuxF K .      (0.1) 

Здесь х — независимая переменная; и(i) — i-я производная неизвестной 
функции )(xu  ii dxud / , ;  — некоторая функция от переменных 

 Порядок дифференциального уравнения определяется наивыс-
шим порядком п, входящей в уравнение производной. Например, уравнения 
первого и третьего порядка можно представить как 

ni ...,,2,1= F
.,,,, Kuuux ′′′

0),,,,(;0),,( =′′′′′′=′ uuuuxFuuxF .     (0.2) 

Если в уравнениях (0.1) и (0.2) старшую производную явно выразить 
через производные более низкого порядка и независимую переменную, то 
получаются уравнения, разрешенные относительно старшей производной. 
Например: 

),( uxfu =′ ; 

),,,( uuuxfu ′′′=′′′ .     (0.3) 
Дифференциальные уравнения бывают линейными и нелинейными. 

Линейным уравнением называется уравнение, в котором неизвестная функ-
ция и ее производные входят в первой степени. Примеры линейных уравне-
ний первого и второго порядка:  

;cos2 xxuu +=′ xtgxuuu +−′=′′ 53 . 

Остальные уравнения называются нелинейными. 
Решением дифференциального уравнения называется произвольная 

функция φ(x), которая удовлетворяет этому уравнению, то есть после подста-
новки в уравнение превращает его в тождество. Например, при подстановке 
u=φ(x) в уравнения (0.3) получаем:  

))(,()( xxfx ϕϕ ≡′ ;  )).(),(,()( xxxfx ϕϕϕ ′′′≡′′′  

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения п-го 
порядка, как известно, содержит п произвольных постоянных с1, с2, ..., сn  и 
имеет вид 
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),,,,( 21 ncccxu Kϕ= .       (0.4) 

Частное решение получается из общего (0.4) путем задания определен-
ных значений произвольным постоянным. Например, для уравнения первого 
порядка )  из общего решения ),( uxfu =′ ,( 1cxu ϕ=  частное получается в ре-
зультате задания произвольной константе  некоторого значения :  1c 01 cc =

),( 0cxu ϕ= .               (0.5) 

Для выделения частного решения из общего для уравнений высшего 
порядка нужно задать столько дополнительных условий, сколько произволь-
ных постоянных содержится в общем решении, то есть каков порядок урав-
нения. 

Для системы n обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка 

),,()( UxF
dx

xdU
=   

где  — векторы, 
общее решение содержит n произвольных постоянных 

,),,,( 21
T

nuuuU L= T
n UxfUxfUxfUxF )),(,),,(),,((),( 21 L=

),,,( 1 nccxU LΦ= , и 
для выделения его частных решений надо также задать n дополнительных 
условий, то есть столько, сколько уравнений содержит система. 

Аналогичным образом определяется количество дополнительных ус-
ловий n для системы уравнений произвольного порядка: , где j — 

номер уравнения системы;  — его порядок; m — количество уравнений 
системы. 

∑ =
=

m

j jkn
1

jk

В качестве дополнительных условий задаются значения искомой функ-
ции и ее производных при некоторых x. В зависимости от способа задания 
дополнительных условий для получения частного решения дифференциаль-
ного уравнения различают два типа задач: задачи Коши и краевые задачи. 

Если дополнительные условия задаются в одной точке х, то задача назы-
вается задачей Коши, а дополнительные условия называются начальными ус-
ловиями. Точка х= x0, в которой они задаются, — начальной точкой. 

Если дополнительные условия задаются в нескольких точках, то есть 
при разных х, то такая задача называется краевой, а дополнительные условия 
— краевыми или граничными условиями. Обычно граничные условия задают-
ся в точках х = а  и х = b, являющихся границами области решения диффе-
ренциального уравнения. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1.1. Постановка задачи Коши 

Постановка задачи Коши для системы n обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка в общем случае формулируется следующим 
образом.  

Найти решение уравнения 

0
00 )(,при),()( UxUxxUxF

dx
xdU

=>= ,  (1.1) 

где  — начальное значение x; 0x 0U  — начальное значение вектора U, 
;   , или, в развер-

нутом виде: 

T
nuuuU ),,,( 21 L= T

n UxfUxfUxfUxF )),(,),,(),,((),( 21 L=

.,,2,1,)(;,),,,,(
)( )0(

0021 niuxuxxuuuxf
dx

xdu
iini

i KK ==>=  

Будем предполагать, что решение системы (1.1) существует и единст-
венно. Для этого, как известно из теоремы Коши, необходимо, чтобы функ-

ции  и их частные производные по второму аргументу ),( Uxfi
j

i

u
Uxf

∂
∂ ),(

 

(i = 1, 2, …, n;  j = 1, 2, …, n), были непрерывны по всем аргументам в замк-
нутой области  

{ }nibuuaxD ii ...,,2,1,; )0( =≤−≤= .                     (1.2) 

Здесь a, b — некоторые константы. 
Из этих требований следует, что функции fi ограничены в области D, то 

есть удовлетворяют условию  Mfi ≤  (M = const), и, кроме того, удовлетво-
ряют условию Липшица по аргументам ui: 

≤′′′′′′−′′′ ),,,,(),,,,( 2121 nini uuuxfuuuxf KK  

{ }nn uuuuuuL ′′−′++′′−′+′′−′≤ K2211  

для любых точек ),,,,( 21 nuuux ′′′ K  и ),,,,( 21 nuuux ′′ ′′ ′′K  области D. Здесь L — 
константа Липшица. 

Например, для уравнений первого–третьего порядков задача Коши 
формулируется следующим образом. 

Найти решения уравнений: 
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а) 0
00 )(придля),( uxuxxuxf

dx
du

=>= ; 

б) Axuuxuxxuuxf
dx

ud
=′=>′= )(,)(придля),,( 0

0
002

2

; 

в) BxuAxuuxuxxuuuxf
dx

ud
=′′=′=>′′′= )(,)(,)(придля),,,( 00

0
003

3

. 

Здесь А, B,  — некоторые константы; 0u uu ′′′,  — производные функции u. 
 

1.2. Постановка краевой задачи 

Найти решение уравнения n-го порядка  на 
отрезке 

),,,,,( )1()( −′′′= nn uuuuxfu K

bxa ≤≤  при краевых условиях:  
;)(,)( 00 BbuAau ==   

;)(,)( 11 BbuAau =′=′   

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

;)(,)( )()(
m

m
k

k BbuAau ==   

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

j
j

i
i BbuAau == )(,)( )()( .  

Здесь  — некоторые константы, k = 0, 1, 2, …, i;  m = 0, 1, 2, …, j. Об-
щее количество дополнительных условий на концах отрезка [a, b] должно 
быть равно порядку дифференциального уравнения i + j + 2 = n.  

mk BA ,

В случае системы уравнений должно выполняться то же правило. При-
чем дополнительные условия не должны быть сосредоточены на одном ка-
ком-либо конце отрезка. Например, для уравнений второго и третьего поряд-
ков задача формулируется так. Решить краевую задачу для уравнения  

),,( uuxfu ′=′′    на отрезке bxa ≤≤  

  при краевых условиях ;)(;)( BbuAau ==  
для уравнения третьего порядка решить задачу  

),,,,( uuuxfu ′′′=′′′ bxa ≤≤ , 
при краевых условиях ;)(,)(;)( BbuCauAau ==′=  

или при краевых условиях .)(;)(;)( DbuBbuAau =′==  
Здесь A, B, C, D — некоторые константы, соответствующие значениям ука-
занных функций в точках a, b.  
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Конкретные краевые условия выбираются из физической постановки 
задачи. 

Для одного уравнения первого порядка краевую задачу поставить 
нельзя, так как в этом случае для выделения частного решения требуется 
только одно дополнительное условие, а в краевой задаче два конца, и, следо-
вательно, минимальное количество дополнительных условий равно двум. 

В случае системы двух уравнений первого порядка краевую задачу по-
ставить уже можно, задав одно дополнительное условие для одного уравне-
ния на одном конце отрезка, а для другого уравнения на другом. Например:  

),,( zuxfu =′ ;  ),,( zuxz ϕ=′ ; 

auaubxa =≤≤ )(, ; bzbz =)( . 

 
1.3. О методах решения дифференциальных уравнений 

Для решения обыкновенных дифференциальных уравнений применя-
ются аналитические, приближенные и численные методы. 

Аналитические методы позволяют получать решения дифференциаль-
ных уравнений через элементарные или специальные функции в конечном 
виде и являются эффективным средством исследования уравнений, однако 
применимы лишь для ограниченного класса дифференциальных уравнений 
— линейных, с постоянными коэффициентами и др. Эти методы в основном 
реализованы в универсальных математических пакетах MathCad, Maple и 
других. Однако в практических задачах они оказываются часто непримени-
мыми. 

Приближенные методы используют различные упрощения исходных 
уравнений: линеаризацию, разложения в ряд по некоторому малому парамет-
ру, асимптотические методы и др. Однако они также имеют ограниченную 
область применения, хотя и являются эффективным средством исследования 
решения. 

Наиболее мощными и универсальными методами решения обыкновен-
ных дифференциальных уравнений являются численные методы, позволяю-
щие получать решения тогда, когда традиционные, классические, методы не 
помогают. Среди численных методов решения обыкновенных дифференци-
альных уравнений одним из важнейших является метод конечных разностей. 

Метод конечных разностей основывается: 
1) на замене непрерывной области определения решения D дискрет-

ным множеством точек, называемым сеткой ωh; 
2) на замене непрерывных функций дискретными (сеточными), опре-

деленными на введенной сетке изменения аргумента; 
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3) на замене производных, входящих в уравнение, конечными разно-
стями. В результате вместо дифференциального уравнения получается ко-
нечно-разностное уравнение, определенное в узлах разностной сетки. Реше-
ние его сводится к отысканию значений сеточной функции в узлах сетки. 
 
 

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 

Методы численного решения задачи Коши для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений  

niuxuxxuuuxf
dx

xdu
iini

i ,,2,1,)(,,),,,,(
)( )0(

0021 KK ==>=  

разделяются на два класса: 
1) одноступенчатые методы, использующие данные о решении толь-

ко в одной точке. Однако приходится вычислять функции fi(x, u) в несколь-
ких точках (x, u). К этим методам относятся методы Рунге–Кутта и метод 
решения с помощью рядов Тейлора; 

2) многоступенчатые, или многошаговые, методы, не требующие 
много повторных вычислений функций fi(x, u), использующие данные о ре-
шении в нескольких точках, что вынуждает применять одношаговые методы 
для запуска метода и при изменении шага интегрирования. Это методы про-
гноза-коррекции, Адамса и другие. 

 
2.1. Простейшие методы типа Рунге–Кутта 

2.1.1. Метод Эйлера 
Метод Эйлера является самым простым методом решения задачи Коши 

типа Рунге–Кутта. Для простоты здесь и далее будем рассматривать одно 
уравнение первого порядка. Обобщение методов Рунге–Кутта для системы 
уравнений первого порядка и уравнения порядка n будет приведено в п. 6.8. . 

Итак, требуется найти решение уравнения  

),( uxf
dx
du

=      (2.1) 

при х > x0, u(x0) = u0 до х = хN . 
Решение задачи строится следующим образом. Покрывается область 

определения решения D функции и (ось аргумента х) сеткой ωh равноотстоя-
щих точек, начиная от начальной точки: x0, x1, x2, …, xN. Расстояния между 
точками, ради простоты, считаются равными h = xn – xn–1 = const. Вводятся 
сеточные функции un = u(xn); уn = y(xn); fn = f(xn, уn) , определенные в узлах 
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сетки ωh, то есть в точках x0, x1, x2, …, xN. Функции уn, f(xn, уn) соответствуют 
численному решению разностной задачи, а u(xn) — решению дифференци-
альной задачи (2.1). 

Предполагая, что известно значение уn в точке xn, и заменяя производ-
ную u'(xn) в уравнении и' = f(x, u) выражением u'(xn) = (уn+1 – yn)/h, а значение 
u(xn) в функции f(x, u) через уn, получим разностное уравнение 

),(1
nn

nn yxf
h

yy
=

−+ . 

Решение этого уравнения находится явным образом по рекуррентной форму-
ле 

yn+1=yn + hf(xn, yn), n = 1, 2, …, N.   (2.2) 

Геометрическая интерпретация метода 
Пусть в точке xn получено численное решение задачи уn. Полагая 

уn = un, проводим через эту точку (xn, yn) гипотетическую интегральную кри-
вую u(x) и касательную к ней f(xn, un) (рис. 1). Она при принятых допущениях 
равна f(xn, yn). 

yn 

y 

ε 

yn+1 

xn    xn+1       

Рис. 1. Метод Эйлера 

u(x) 

Точка пересечения этой касательной с перпендикуляром к оси x, про-
ходящим через точку хn+1, дает приближенное значение функции уn+1 в точке 
хn+1. При этом погрешность решения равна ε = yn+1–un+1. Следовательно, ме-
тод Эйлера есть линейная экстраполяция функции yn в точку хn+1 по значени-
ям ее и ее производной в точке хn: 

))(,( 11 nnnnnn xxyxfyy −+= ++ . 
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Этот метод является методом Рунге–Кутта первого порядка O(h), как 
будет показано далее. Он обладает большой погрешностью и часто оказыва-
ется неустойчивым, так как малая ошибка в начальных данных или из-за ок-
руглений при вычислениях увеличивается с ростом х. Поэтому этот метод 
редко применяется на практике. Чаще в расчетах применяются методы Рун-
ге–Кутта более высокого порядка точности, например, второго или четверто-
го. 

 
2.1.2. Исправленный метод Эйлера 

Этот метод основывается на вычислении функции у(хn+1) в последую-
щей точке хn+1 по значению среднеарифметической величины тангенсов уг-
лов наклона касательной к интегральной кривой у(х) в двух точках хn и xn+1. 
При этом предполагается известным решение задачи yn в точке xn. 

Метод состоит из двух шагов: 
1) по методу Эйлера (2.2) предварительно находится приближенное 

значение y n+1 в точке x = xn+ h по формуле  

y n+1 = yn + hf(xn, yn), 

и в ней вычисляется функция f(xn+1, y n+1); 
2) тангенсы углов наклона касательных в точках (xn, yn) и (xn+1, y n+1) 

складываются, и берется их среднее арифметическое значение Φ (xn, yn, h) : 

Φ (xn, yn, h) = [ ]),(),(
2
1

11 +++ nnnn yxfyxf , 

где )),(,(),( 11 nnnnnn yxhfyhxfyxf ++=++ . 
После чего находится окончательное (уточненное) значение функции 

yn+1 в точке хn+1 по формуле 

yn+1 = yn + hΦ (xn, yn, h), 
или в развернутом виде 

[ ])),(,(),(
21 nnnnnnnn yxhfyhxfyxfhyy ++++=+ .     (2.3) 

Таким образом, при вычислении уn+1 функцию f(x, y) приходится вычислять 
дважды в точках (xn, yn) и (xn + h, yn + h ny′ ). 

Исправленный метод Эйлера можно представить в стандартном для 
методов Рунге–Кутта виде, если обозначить k2 = f(xn + h, yn + hk1); 
k1 = f(xn, yn):  

∑
=

+ =
− 2

1

1 2/
i

i
nn k

h
yy

. 
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Геометрическая интерпретация метода 

Как и в методе Эйлера, в точке (xn, yn) строится касательная L1 к гипо-
тетической интегральной кривой u(x), и находится предварительное значение 

1+ny  в точке пересечения этой касательной с перпендикуляром к оси x, прохо-
дящим через точку xn+1 (рис. 2). Далее, в точке (xn+1, yn + h ) снова строится 

касательная L2 к кривой u(x). Затем определяется среднеарифметическое тан-
генсов углов наклона этих касательных (кривая L3) и проводится через точку 
(xn, yn) линия L0, параллельная линии L3. Точка пересечения этой линии с ор-
динатой, проходящей через точку xn+1, дает уточненное значение функции 
уn+1 в точке xn+1. 

ny′

yn 

y 

yn+1 

xn     xn+1                        x     

yn+1 

u(x) 

L1 

L0 

L2 

L3 

Рис. 2. Исправленный метод Эйлера 

Оценка погрешности аппроксимации (невязки ψn) формулы (2.3) на 
основе разложения в ряд Тейлора функций un+1 и f(xn + h, yn + h f(xn, un)) пока-
зывает, что данный метод имеет второй порядок аппроксимации O(h2). 
 

2.1.3. Модифицированный метод Эйлера 
В этом методе вместо усредненного значения угла наклона касатель-

ных в точках (xn, yn) и ),( 11 ++ nn yx  используется значение угла наклона каса-
тельной в точке ) , расположенной посередине между точками хn и 
хn+1. Как и ранее, предполагается известным значение решения yn в точке xn. 

,( 2/12/1 ++ nn yx

Метод состоит из двух шагов: 
1) первый шаг — расчет значения функции yn+1/2 в точке (хn+h/2) по ме-

тоду Эйлера (2.2): 
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2
hyn+1/2 = yn+ f(xn, yn); 

2) второй шаг — расчет функции у в точке с координатой хn+1 с ис-
пользованием значения функции f  в точке :  ),( 2/12/1 ++ nn yx ),( 2/12/1 ++ nn yx

( )2/11 ,2/ ++ ++= nnnn yhxhfyy . 

Таким образом, расчетные формулы имеют следующий вид:  

  yn+1/2 = yn+ 2
h f(xn, yn); 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=+ ),(

2
,

21 nnnnnn yxfhyhxhfyy .    (2.4) 

Обозначая через k1 = f(xn, yn), k2 = f(xn+h/2, yn+hk1/2), метод можно 
представить в обычном для методов Рунге–Кутта виде: 

2
1 k
h

yy nn =
−+ . 

Этот метод также является методом Рунге–Кутта второго порядка. 
Здесь тоже приходится вычислять дважды функцию f(x, y) для получения 
решения в следующей точке хn+1.  

Геометрическая интерпретация метода 
В точке (хn, yn) строится касательная L1 к гипотетической интегральной 

кривой u(х) (рис. 3). Точка пересечения ее с перпендикуляром к оси x, прохо-
дящим через точку хn+h/2, дает значение функции уn+1/2. В этой точке 

u(x) 

L1 

L0 

L2 

xn           xn+1/2           xn+1                        x        

Рис. 3 Модифицированный метод Эйлера 

yn 

y 

yn+1 

yn+1/2 
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),( 2/12/1 ++ nn yx  снова проводится касательная L2 к кривой u(х). Для получения 
решения уn+1 проводится через точку (хn, уn) линия L0 параллельно касатель-
ной L2. Точка пересечения L0 с ординатой xn+1 дает искомое решение уn+1.  

Оценка невязки метода (2.4) при помощи ряда Тейлора, как показано 
ниже, дает второй порядок аппроксимации O(h2). 

Для анализа погрешности численного решения модифицированным 
методом Эйлера получим точное решение задачи Коши для модельного 
уравнения 

u′ = λu  при x > 0;  u(0) = a,     (2.5) 
где a, λ — некоторые константы. Формула модифицированного метода Эйле-
ра (2.4) для уравнения (2.5) имеет вид  

)2/1()2/( 222
1 λλλλ hhyhhyyy nnnn ++=++=+ , 

так как в данном случае  

f(x, y) = λy,  то  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ),(

2
,

2 nnnn yxfhyhxf  = )2/( nn yhy λλ + . 

Таким образом, точное решение уравнения (2.4) для модельного уравнения 
(2.5) в точке хn+1 имеет вид  

122
1 )2/1( +

+ ++= n
n hhay λλ .    (2.6) 

В то же время точное решение дифференциального уравнения (2.5) 
есть u = aeλx, которое при x = h можно разложить в ряд Тейлора в окрестности 
точки x = 0:  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++++= L

!3!2
1

3322 λλλ hhhau .    (2.7) 

Из сопоставления уравнений (2.6) и (2.7) видно, что численное решение зада-
чи (2.5) представляет собой три первых члена разложения функции eλh в ряд 
Тейлора, то есть точного решения дифференциального уравнения (2.5), и 
ошибка его |un–yn| возрастает с увеличением x при λ > 0. 

В случае λ < 0 уравнение (2.5) будет иметь асимптотически устойчивое 
решение, затухающее с увеличением x (u = ae–|λ|x), тогда как численное реше-
ние  

122
1 )2/||1( +

+ +−= n
n hhay λλ   при h > 2/| λ | 

с увеличением n неограниченно возрастает. Это явление называют частичной 
неустойчивостью, и проявляется оно с увеличением h, начиная с некоторого 
h > hk, во всех явных методах типа Рунге–Кутта. Явление это не следует пу-
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тать с неустойчивостью разностной схемы (метода), которая проявляется при 
уменьшении шага интегрирования h. 

Следует отметить, что явление частичной неустойчивости в явных ме-
тодах Рунге–Кутта проявляется и при решении уравнений, не имеющих 
асимптотически устойчивых решений. В этих случаях частичная неустойчи-
вость затушевывается ростом самого решения. 
 

2.2. Аппроксимация, устойчивость и сходимость разностных методов 

Пусть даны некоторый дифференциальный оператор, например,  

uxc
dx
duxb

dx
udxaLu )()()( 2

2

++= , 

и соответствующий ему разностный оператор, действующий на функцию  
на сетке 

)(hu
hω : 

nn
nn

n
nnn

n
h

h uxc
h
uuxb

h
uuuxauL )(

2
)(2)( 11

2
11)( +

−
+

+−
= −+−+ . 

Считается, что разностный оператор  аппроксимирует дифференциаль-
ный оператор Lu на некотором множестве гладких функций 

)(h
huL

kCu ∈ , если не-
вязка nψ , равная разности этих операторов в каждой точке сетки hω , удовле-
творяет условию  

kphOuLLu ph
hn <≤−= ,)(|||| )(ψ  при h → 0. 

Здесь p — порядок аппроксимации, определяемый посредством разложения 
функции u в ряд Тейлора в окрестности точки x = xn. 

Погрешность аппроксимации метода часто вводится также следующим 
образом. Определяется погрешность разностного решения задачи в виде  

),( nnn xuyz −=  

где u(xn) — точное решение дифференциальной задачи (2.1), а yn — числен-
ное решение разностной задачи в точке xn. После чего в разностное уравне-
ние, например, в уравнение метода Эйлера (2.2), подставляется функция 

. В результате получается уравнение для погрешности zn:  nnn zxuy += )(

h
xuxuzxuxf

h
zz nn

nnn
nn )()())(,( 11 −

−+=
− ++ .   (2.8) 

Добавив и вычтя из уравнения (2.8) член f(xn, un), представим его в виде:  

nn
nn

h
zz

ϕψ +=
−+1 , 
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где                        ψn = ));(,()()( 1
nn

nn xuxf
h

xuxu
+

−
− +               (2.9) 

ϕn = f(xn,u(xn)+zn) – f(xn,u(xn)).      (2.10) 

Функция ψn называется невязкой или погрешностью аппроксимации 
разностным уравнением (2.2) исходного дифференциального уравнения (2.1) 
на его решении u(x). Невязка — это остаточный член в результате подстанов-
ки в разностное уравнение (2.2) точного решения u(x) дифференциального 
уравнения (2.1). Если бы приближенное решение совпадало с точным и(хn), 
то невязка равнялась бы нулю. 

Разностный метод аппроксимирует исходное дифференциальное урав-
нение, если ψn →  0 при h  0. Разностный метод имеет р-й порядок аппрок-
симации, если ψn = O(hp).  

→

Порядок аппроксимации метода Эйлера (2.2), как и других методов, 
определяется с помощью разложения по формуле Тейлора функций, входя-
щих в выражение невязки ψn (2.9) в окрестности точки (xn, un):  

u(xn+1) = u(xn)+ )( nxu′ h+O(h2).     (2.11) 

Подставляя (2.11) в выражение для ψn (2.9) и используя (2.1), получаем  

ψn = –  + f(xn, u(xn))+O(h) = O(h), )( nxu′

то есть метод Эйлера имеет первый порядок аппроксимации. При этом пред-
полагается ограниченность и"(х). 

Важным понятием при численном решении любой задачи является по-
нятие устойчивости метода. Неустойчивый метод нельзя использовать при 
вычислениях, поскольку малые ошибки в задании начальных данных, правой 
части уравнения и погрешности при арифметических вычислениях могут 
приводить к большим изменениям в решении задачи. 

Разностный метод решения задачи Коши  

0
00 )(придля),( uxuxxuxf

dx
du

=>= , где  

T
k

T
k fffuxfuuuuu ),,,(),(,),,,( 2121 KK == , 

называют устойчивым на отрезке (x0, X ], если малые возмущения начальных 
данных δu0, правой части уравнения δfi  (i = 0, 1, 2, …, n) и погрешности ок-
ругления при вычислениях Δi при всех шагах сетки h < h0 приводят к малым 
изменениям численного решения задачи 

)(maxmax
1

0

1

0

0 ∑∑
−

=

−

=

∗ Δ++≤−
n

i
i

n

i
inn fuCyy δδ . 
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Здесь C — константа, не зависящая от шага интегрирования h; h0 — некото-
рый шаг интегрирования; n — общее число шагов интегрирования; yn — не-
возмущенное численное решение в точке xn (без погрешностей в начальных 
данных, в правой части уравнения и без округлений);  — возмущенное 
численное решение (y — вектор). 

*
ny

Приведенное условие устойчивости в случае линейных операторов Lh 
равносильно следующему. Разностный метод с линейным оператором Lh 
называют устойчивым, если при любой функции  уравнение 

 имеет единственное решение 
h

h Ff ∈)(

)()( hh
h fyL = h

h Uy ∈)(  для всех x и h → 0, 
удовлетворяющее условию  

hh F
h

U
h fCy |||||||| )()( ≤ . 

Здесь C — некоторая константа, не зависящая от h;  — правая часть диф-
ференциального уравнения (сеточная функция); ,  — допустимые 
множества значений функций  и  соответственно. 

)(hf
hF hU

)(hf )(hy
Главным вопросом при численном решении задачи является вопрос 

сходимости решения. Считается, что численный метод сходится, если чис-
ленное решение задачи  для выбранной точки х сходится к решению 
дифференциального уравнения u(xn) в этой точке с уменьшением шага сетки 
h. Это означает, что для выбранной точки х последовательность решений 
разностного уравнения, например 

)(h
ny

(2.2), на различных сетках ωh при h  0 и 
х = nh = const сходится к решению дифференциального уравнения 

→
(2.1) в этой 

точке:  

0||)(|| )( →− n
h

n xuy  при h →  0, хn = х0 + nh = const. 

Здесь  — решение разностного уравнения, например, )(h
ny (2.2) на сетке ωh; 

u(xn) — решение дифференциального уравнения (2.1). 
Метод сходится на отрезке (xo, X], если он сходится в каждой точке 

сетки.  
Метод имеет р-й порядок точности, если существует такое число р > 0, 

что  при h  0.  )(||)(|| )( p
n

h
n hOxuy ≤− →

Порядок точности разностного метода, как будет показано далее, сов-
падает с порядком его аппроксимации. 

Рассмотрим аппроксимации некоторых разностных методов второго 
порядка. 

 
2.2.1. Симметричная схема 

В этом случае дифференциальное уравнение (2.1) заменяется (аппрок-
симируется) следующим разностным уравнением:  
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0)),(),((
2
1

11
1 =+−

−
++

+
nnnn

nn yxfyxf
h

yy
, )(;,1,0 00 xyyn == K . (2.12) 

В этом методе новое значение уn+1 определяется неявно каким-либо 
итерационным методом из уравнения  

),(
2
1),(

2
1

111 nnnnnn yxhfyyxhfy +=− +++  

для n = 0, 1, 2, ….  
Эта схема обладает более высоким порядком точности, чем схема Эй-

лера. Невязка ее имеет вид  

)),(),((
2
1)()(

11
1

++
+ ++

−
−= nnnn

nn
n uxfuxf

h
xuxu

ψ . 

Используя формулу Тейлора для разложения функций u(xn+1) и  в 
окрестности точки (xn, un), ее можно представить следующим образом:  

),( 11 ++ nn uxf

=′+′++′′−′−= + ))()((
2
1)()(

2
)( 1

2
nnnnn xuxuhOxuhxuψ  

)()())()()((
2
1)(

2
)( 22 hOhOxuhxuxuxuhxu nnnnn =+′′+′+′+′′−′−= . 

Следовательно, схема (2.12) имеет второй порядок аппроксимации и второй 
порядок точности. 
 

2.2.2. Модифицированный метод Эйлера 
В модифицированном методе Эйлера сначала вычисляют значение 

уn+1/2 в промежуточной точке x = хn+1/2 по методу Эйлера  

),(
5,0

2/1
nn

nn yxf
h

yy
=

−+ , 

а потом, используя разностное уравнение (2.4), находят значение функции 
уn+1 в точке xn  
 

),5,0( 2/1
1

+
+ +=

−
nn

nn yhxf
h

yy
.   (2.13) 

Для определения невязки схемы подставим yn+1/2 = yn + 0,5hfn, в урав-
нение (2.13), в результате получаем 

)),(5,0,5,0(1
nnnn

nn yxhfyhxf
h

yy
++=

−+ . 
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Невязка этого уравнения равна 

)))(,(5,0)(,5,0(
)()( 1

nnnn
nn

n xuxhfxuhxf
h

xuxu
+++

−
−= +ψ .  (2.14) 

Разлагая функции иn+1 и fn+1/2 в ряд Тейлора в окрестности точки (xn, un), име-
ем 

)()(
2

)()()( 3
1 hOxuhxuhxuxu nnnn +′′+′+=+ ; 

f(xn + 0,5h, u(xn) + 0,5hf(xn, u(xn))) = f(xn, u(xn)) + 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ )(

)(
))(,(

))(,(
))(,(

5,0 2hO
xu

xuxf
xuxf

x
xuxf

h nn
nn

nn

∂
∂

∂
∂  

).()(5,0))(,( 2hOxuhxuxf nnn +′′+=     (2.15) 

Последнее выражение следует из исходного уравнения (2.1), так как 

u
f

f
x
f

xd
fd

dx
ud

∂
∂

+
∂

==
∂2

2

. 

Подставляя разложения (2.15) в выражение невязки (2.14), получаем, 
что рассматриваемый метод имеет второй порядок погрешности аппрокси-
мации ψn = O(h2) и, в отличие от предыдущего с симметричной схемой, явля-
ется явным. 
 

2.3. Решение с помощью рядов Тейлора 

Этот метод теоретически пригоден для решения любых дифференци-
альных уравнений, но практически не представляет интереса из-за трудно-
стей его применения. Однако он широко используется в качестве эталона для 
сравнения различных вычислительных методов. 

Предположим, что известно решение уравнения ),( uxfu =′  в некото-
рой точке xn  u(xn) разностной сетки ωh (xn = x0 + nh,  h = xn+1 – xn — шаг сет-
ки). Найдем значение функции u(xn+1) в следующей точке xn+1 = xn + h. Для 
этого представим разложение функции u(xn + h) в окрестности точки xn в ряд 
Тейлора 

+−
′′

+−′+=+ ++
2

11 )(
2

)())(()()( nn
n

nnnnn xxxuxxxuxuhxu  

K+−
′′′

+ +
3

1 )(
!3

)(
nn

n xxxu , 
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или в компактной форме 

K+′′′+′′+′+=+ !32

32

1

huhuhuuu nnnnn , 

где un+1 = u(xn+1),   xn+1 = xn + h,  h = xn+1 – xn. 
Точность полученного решения определяется количеством членов ряда 

Тейлора, используемых в решении. Для их определения необходимо вычис-
лить значения производных  (i = 1, 2, …), используемых в ряде Тейлора. )(i

nu
Первая производная  определяется непосредственно из дифференци-

ального уравнения 
nu′

),( nnn uxfu =′ . 

Для вычисления второй производной продифференцируем исходное 
уравнение  по x:  ),( nnn uxfu =′

u
uxfuxf

x
uxfu

∂
∂

+
∂

∂
=′′ ),(),(),(  . 

В компактной форме это выражение можно записать в виде 
nuxn fffu )( +=′′ , 

где 
u
ff

x
ff ux ∂

∂
=

∂
∂

= ,  — частные производные, fn = f(xn, un).  

При этом ряд Тейлора для вычисления un+1 принимает вид  

)()(
2

3
2

1 hOfffhhfuu nuxnnn ++++=+ .       (2.16) 

Здесь O(h3) – остаточные члены ряда Тейлора с h не ниже третьей степени. 
Для получения лучшего приближения к решению необходимо вычис-

лить третью производную функции u ′′′  в точке x = xn:  
222 uuxuuxuxxn fffffffffu ++++=′′′ . 

Выражения для последующих производных становятся еще более 
сложными. Трудности вычисления этих производных и являются основным 
препятствием для практического применения этого метода. 

 
2.4. Ряд Тейлора 

Поскольку при определении порядка невязки (аппроксимации) разно-
стных методов приходится использовать разложения функций в ряд Тейлора, 
приведем в качестве справки формулы ряда Тейлора для непрерывных функ-
ций от одной, двух и m переменных, имеющих все необходимые производ-
ные в точке разложения. Далее h, k, l — малые приращения переменных. 
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Для функции одной переменной 

n
n

n

Rxf
n
hxfhxfhxfhxf +++′′+′+=+ )(

!
...)(

!2
)(

!1
)()( )(

2

. 

Остаточный член  

θ+
+

= +
+

xf
n
hR n

n

n (
)!1(

)1(
1

h), 0 < θ < 1. 

Для функции двух переменных 

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++ k

y
yxfh

x
yxfyxfkyhxf

∂
∂

∂
∂ ),(),(),(),(  

+ ( ) ( ) nR
n

k
y

yxfhk
yx
yxfh

x
yxf

++++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ LL

!
1...

!6
1),(),(2),(

2
1 2

2

22
2

2

2

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ , 

а в символической форме 

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++ ),(

!2
1),(

!1
1),(),(

2

yxfk
y

h
x

yxfk
y

h
x

yxfhyhxf
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

,),(
!

1
n

n

Ryxfk
y

h
xn

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

∂
∂

∂
∂

L  

где остаточный член равен  

).10,10(),,(
)!1(

1
2121

1

<<<<++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

+

θθθθ
∂
∂

∂
∂ kyhxfk

y
h

xn
R

n

n  

Для функции от т переменных ряд Тейлора в символической форме 
имеет вид 

=+++ )...,,,( ltkyhxf

,),,,(...
!

1,...),(
1

n

p
n

p
Rtyxfl

t
k

y
h

xp
yxf +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= ∑

=

K
∂
∂

∂
∂

∂
∂  

где 

)10(),,...,,(...
)!1(
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⎛
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n ltkyhxfl
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∂
∂

∂
∂

∂
∂ . 
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3. МЕТОДЫ РУНГЕ–КУТТА 

3.1. Общая формулировка методов 

Формулировку методов Рунге–Кутта, ради простоты, рассмотрим на 
примере решения одного уравнения первого порядка, так как обобщение ме-
тодов на систему уравнений не представляет трудностей и будет показано 
позже. 

Итак, рассмотрим задачу Коши для уравнения 

),( uxf
dx
du

=   для х > x0, u(x0) = u0.   (3.1) 

Явный m-этапный метод Рунге–Кутта заключается в следующем. 
Пусть численное решение задачи Коши известно в точке xn — уn = у(xn). За-
даются некоторые числовые коэффициенты аi, bij, i = 2, 3, ..., т, 
j = 1, 2, ..., (m–1);  σi,   i = 1, 2, ..., т и последовательно вычисляются следую-
щие функции: 

k1 = f(xn, yn);          

k2 = f(xn + a2h, yn + b21hk1);       

k3 = f(xn + а3h, уn + b31hk1 + b32hk2);      

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .      

km = f(xn + amh, yn + bm1hk1 + ... + bm,m-1hkm-1);    

затем из формулы 

∑
=

+ =
− m

i
ii

nn k
h

yy
1

1 σ      (3.2) 

находится решение задачи в следующей точке xn+1 — y(xn+1). Коэффициенты 
аi, bij, σi выбираются из соображений точности аппроксимации разностным 
уравнением (3.2) дифференциального (3.1). Чтобы уравнение (3.2) аппрокси-

мировало (3.1), необходимо потребовать, чтобы 1. Методы Рунге–

Кутта при т > 5 используются нечасто. Наиболее широкое применение на-
шли методы Рунге–Кутта при m = 4. 

1
=∑

=

m

i
iσ

 



 23

3.2. Семейство двухэтапных методов 

При m = 1 получается одноэтапный метод — метод Эйлера (2.2). При 
т = 2 — семейство двухэтапных методов следующего вида: 

k1 = f(xn, yn); 

k2 = f(xn + a2h, yn + b21hk1); 

yn+1 = yn + h(σ1k1 + σ2k2). 
Рассмотрим погрешность аппроксимации двухэтапных методов в зави-

симости от выбора параметров: a, b, σ. Исключая из последнего уравнения 
функции k1 и k2 , сведем его к виду  

)),(,(),( 21221
1

nnnnnn
nn yxhfbyhaxfyxf

h
yy

+++=
−+ σσ .  (3.3) 

Невязка этого уравнения имеет вид  

)).,(,(),( 21221
1

nnnnnn
nn

n uxhfbuhaxfuxf
h

uu
++++

−
−= + σσψ  (3.4) 

Предполагая достаточную гладкость решения и(х) и функции f(x, u), 
разложим все члены, входящие в выражение невязки (3.4), по формуле Тей-
лора в точке xn с точностью до O(h3):  

)()(
!3

)(
2

)( 3
2

1 hOxuhxuhxu
h

uu
nnn

nn +′′′+′′+′=
−+ ;  

+++=++
u
fhfb

x
fhafhfbuhaxf n

n
n

nnnn ∂
∂

∂
∂

212212 ),(  

)(
!2

1 3
2

212 hOf
u

hfb
x

ha nn +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+ , 

где u
nnn

nnn f
u

uxf
u
f

uxff ===
∂

∂
∂
∂ ),(

);,( . 

Последовательно дифференцируя уравнение (3.1), имеем:  

ux ffff
u
f

x
fu

u
f

x
fu +=+=′+=′′

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ; 

  uuuuxxuxx fffffffffu 222 ++++=′′′ . 
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Здесь  
ux
ff

u
ff

x
ff xuuuxx ∂∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

=
2

2

2

2

2

;; . 

Подставляя полученные разложения функций и представления произ-
водных u″ и u″′ в выражение невязки (3.4) и собирая члены одинакового по-
рядка, получаем 

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

′′
−+++′−=

n
uxnnn ffbfauhfu )(

2
)( 212221 σσσψ  

( ) )(2
26

322
21212

2
2

22 hOffbffbafauh
n

uuxuxx +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++

′′′
−+

σ .     (3.5) 

Из выражения (3.5) видно, что для того чтобы схема (3.3) имела пер-
вый порядок аппроксимации, необходимо выполнение условия  

σ1 + σ2 = 1. 
Тогда первые два члена невязки (3.5), с учетом уравнения (3.1), пропадают.  

Чтобы схема имела второй порядок аппроксимации, необходимо по-
требовать равенства нулю члена с h в первой степени: 

0)(
2 2122 =++
′′

− ux ffbfau σ . 

Заменяя , это уравнение перепишем в виде  ux fffu +=′′

fx(σ2a2 – 0,5)+ffu(σ2b21 – 0,5) = 0, 
что выполняется при условиях  

σ2a2 = 0,5  и  σ2b21 = 0,5. 
В результате получается однопараметрическое семейство двухэтапных мето-
дов Рунге–Кутта второго порядка аппроксимации при условии  

σ2a2 = σ2b21 = 0,5  →  a2 = b21 = a. 
Это семейство можно записать в виде 

)),(,(),()1(1
nnnnnn

nn yxahfyahxfyxf
h

yy
+++−=

−+ σσ , 

где σa = 0,5.  
При σ = 1, а = 0,5 получаем модифицированный метод Эйлера (2.4): 

k1 = f(xn, yn),   k2 = f(xn+h/2, yn+hk1/2), 

2
1 k
h

yy nn =
−+ . 
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При σ = 0,5, а = 1 получаем другой метод второго порядка, который 
называют исправленным методом Эйлера (2.3): 

k1 = f(xn, yn),   k2 = f(xn + h, yn + hk1), 

∑
=

+ =
− 2

1

1 2/
i

i
nn k

h
yy

. 

Чтобы получить метод третьего порядка аппроксимации, необходимо 
приравнять к нулю сумму членов второго порядка малости в выражении для 
невязки (3.5) 

( ) 02
26

22
21212

2
2

22 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++

′′′
− uuxuxx ffbffbafauh

σ
. 

Заменой uuuuxxuxx fffffffffu 222 ++++=′′′  это уравнение сводится к виду  

.0
2266636

2
2
212

2122

2
22

22

=+++−−−−− uuxuxx
uuuuxxuxx ffbffbafafffffffff σ

σ
σ  

Отсюда получаются уравнения: 

0
6
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2
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1;0

6
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2
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2
22 =⎟⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

b
ffbaff

a
f uuxuxx

σ
σ

σ
, 

которые при σ2a2 = 0,5 удовлетворяются при a2 = b21 =a = 2/3, σ2 = 3/4, а два 
оставшихся члена fx fu и ffu

2 вообще не могут быть компенсированы. Следова-
тельно, двухэтапные методы Рунге–Кутта не могут иметь третьего порядка 
аппроксимации для функций общего вида f(x, u), зависящих от функции u(x), 
то есть решения уравнения. 

Рассмотрим случай, когда правая часть дифференциального уравнения 
(3.1), то есть функция f, зависит только от x — f(x). Есть ли в этом случае 
двухэтапные методы третьего порядка аппроксимации?  

Невязка двухэтапного метода при этом принимает вид 

n
xxxxxxnnnnnnn fahfahhafffuhuhuhu ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +++++−′′′−′′−′−= 3
3

2
2

21
)4(

32

!3!2!4!32
σσψ + 

+O(h4). 
Собирая члены с одинаковыми степенями h и приравнивая их к нулю, 

получаем следующие уравнения: 
1) (σ1 + σ2 – 1) = 0  ⇒ σ1+σ2 = 1 — это обеспечивает первый порядок 

аппроксимации; 
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2) hfx(σ2a – 0.5) = 0  ⇒ aσ2 = 0,5 — это дает второй порядок аппрокси-
мации; 

3) h2fxx (σ2a2/2 – 1/6) = 0   ⇒   σ2a2 = 1/3 → a = 2/3, σ2 = 3/4, σ1 = 1/4 — 
это дает третий порядок аппроксимации схемы; 

4) h3fxxx(a3/6 – 1/4) = 0  ⇒ σ2a3 = 1/4 — при выполнении предыдущих 
условий для коэффициентов σ2 и a это уравнение не удовлетворяется. Следо-
вательно, двухэтапного метода (схемы) порядка O(h4) не существует. 

Таким образом, наивысший порядок аппроксимации двухэтапного 
метода Рунге–Кутта для случая с функциями f(x), зависящими только от x, 
есть O(h3). Соответствующая разностная схема имеет вид  

.)3/2(
4
3)(

4
11 hxfxf

h
yy

nn
nn ++=

−+  

 
3.3. Методы Рунге–Кутта более высокого порядка 

Методы Рунге–Кутта более высокого порядка получаются точно так 
же, как и двухэтапные методы. Выписываются для них выражения невязок, 
раскладываются в ряд Тейлора в окрестности точки (xn, un) функции, входя-
щие в невязки, затем группируются члены одного порядка малости по h и 
приравниваются к нулю. В результате получаются уравнения для определе-
ния коэффициентов метода аi, bij, σi . Порядок остаточного члена невязки 
O(hp) определяет порядок аппроксимации разностного метода.  

Для трехэтапных методов Рунге–Кутта (m = 3) в общем случае сущест-
вует двухпараметрическое семейство методов третьего порядка аппроксима-
ции. В качестве примера приведем два метода третьего порядка.  

Первый метод:   k1=f(xn, yn);  k2=f(xn+h/2, yn+k1h/2); 
)2,( 213 hkhkyhxfk nn +−+= ; 

)4(
6
1

321
1 kkk
h

yy nn ++=
−+ .      (3.6) 

Второй метод:  k1=f(xn , yn);  k2=f(xn+h/3, yn+k1h/3); 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 23 3

2,
3
2 hkyhxfk nn ; 

).3(
4
1

31
1 kk
h

yy nn +=
−+        (3.7) 

В случае четырехэтапных методов (m = 4) получается также многопа-
раметрическое семейство, исследовать которое значительно сложнее. Из 
множества методов четвертого порядка приведем три. 
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Первый метод: 
k1 = f(xn, yn);    k2 = f(xn + h/4, yn + k1h/4); 

⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ ++= 23 2

,
2

khyhxfk nn ;  )22,( 3214 hkhkhkyhxfk nn +−++= ; 

).4(
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1 kkk
h

yy nn ++=
−+     (3.8) 

Второй метод: 
k1 = f(xn, yn);    k2 = f(xn + h/3, yn + k1h/3); 

⎟
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,
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2 hkhkyhxfk nn ;  ),( 3214 hkhkhkyhxfk nn +−++= ; 
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1 kkkk
h

yy nn +++=
−+    (3.9) 

Широкое распространение получил третий метод четвертого поряд-
ка, обычно называемый просто методом Рунге–Кутта: 

k1=f(xn, yn);     k2=f(xn+h/2, yn+k1h/2); 
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yy nn +++=
−+    (3.10) 

Получим решение задачи Коши для модельного уравнения 
u′ = λu  при x > 0,  u(0) = a     (3.11) 

методом Рунге–Кутта четвертого порядка (3.10). В этом случае формулы для 
коэффициентов ki (i = 1, 2, 3, 4) принимают следующий вид:  

k1 = λyn;         

k2 = λyn+ nyh 2

2
λ ;        

k3 = λyn+ )
2

(
2 nn yhyh λλ + ;      



 28

k4 = λyn+ ⎥⎦
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2 nnn yhyhyh λλλ .       

Подставляя в формулу (3.10) значения ki, получаем решение yn+1:  
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Сравнивая с точным решением xaeu λ=  уравнения (3.11), мы видим, что вы-
ражение в скобках представляет собой пять первых членов разложения 
функции eλh в ряд Тейлора. 

Приближенный способ оценки погрешности решения, получаемого ме-
тодом Рунге–Кутта (3.10), и выбора шага интегрирования предложил Кол-
латц [17]. Он полагает, что если в процессе расчетов величина  

R=
||
||

21

32

kk
kk

−
−  

становится больше нескольких сотых, то шаг интегрирования следует 
уменьшить. Однако величина погрешности решения остается неизвестной. 
Более точный способ оценки погрешности и выбора шага предложил Рунге.  
 

3.4. Способы оценки погрешности приближенного решения 

Рассмотрим оценку погрешности приближенного решения способом 
Рунге. Способ основывается на предположении, что для погрешности при-
ближенного решения в точке xn справедливо асимптотическое разложение  

p
n

pp
nn hxzhOhxzR )()()( 1 ≅+= + .         (3.12) 

Здесь  — главный член невязки; p — порядок аппроксимации исполь-
зуемой разностной схемы. 

p
n hxz )(

Затем решение задачи в некоторой точке , где необходимо оценить 
погрешность получаемого решения, вычисляется дважды одним методом, но 
с разными шагами h, и полученные решения используются для оценки по-
грешности. Обычно выбирают шаги h и h/2. 

nx

Пусть вычислено в точке хn решение ny  с шагом h. Тогда погрешность 
этого решения на основании (3.12) равна  

,)()( p
nnn

h
n hxzyxuR ≅−=          (3.13) 

где u(xn) — точное решение дифференциальной задачи (3.1). 
Для решения с шагом h/2 получаем аналогичную оценку погрешности 

в этой же точке хn: 
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Исключая и(хn) из уравнений (3.13) и (3.14), получаем  
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Отсюда следует  
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Окончательно получаем оценки погрешностей:  

⎟
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Здесь  — погрешности решения в точке xn с шагами интегрирования h 
и h/2 соответственно. 

2/, h
n

h
n RR

Таким образом, полученное приближенное решение можно уточнить 
по формуле 

h
nnnn Ryyxy +≈≈)( ,  

или     2/~)( h
nnnn Ryyxy +≈≈ . 

Погрешность решения при этом уменьшается на порядок: и(хn) – yn = O(hp+1). 
При решении задачи основными остаются вопросы получения решения 

с заданной допустимой погрешностью ε  и экономичности вычислительной 
работы, то есть должно быть Rn < ε , время решения задачи — минимально, а 
шаг h должен быть максимально возможным. Величину hε , соответствую-
щую Rn  ε , можно получить из условия ≤

p

n

p
n z

hhz εε εε =⇒= . 

Используя уравнение (3.15), получаем  
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)12( εε
ε .      (3.16) 

При p  4, пренебрегая в формуле ≥ (3.16) единицей по сравнению с 2p, имеем  
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p

nn yy
hh
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ε
ε . 

Отсюда следует, что если |Rn| > ε, то h уменьшается, и наоборот. 
 

3.4.1. Оценка локальной погрешности решения 
Для оценки локальной погрешности решения при переходе от точки xn 

к точке xn+1 используем также способ Рунге. В этом случае по одной и той же 
формуле вычисляются два приближения к решению в одной точке, но с раз-
ными шагами, которые используются для получения оценки. 

Для локальной (в соседней точке) ошибки решения с шагом h справед-
лива оценка 

)(),()( 21
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++ +=− pp

nnnn hOhyxyxu ψ .   (3.17) 

При этом считается ρn = 0 — начальная погрешность. 
Для локальной ошибки решения с шагом h/2 при xn+1/2 это выражение 

принимает вид 
1
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При выполнении второго полушага из точки xn+h/2 в точку xn+1 полу-
чаем приближенное значение  в точке хn+1 = xn+h:  1

~
+ny
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Так как при расчетах используются малые величины h, то, в силу 
предположения линейности приращения функции, погрешность решения в 
точке хn+1 = xn+h (после второго полушага) приближенно можно оценить по-
средством выражения  
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На основании выражений (3.17) и (3.18) получаем:  
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Если в качестве приближения к решению в точке хn+1 принять 1+ny , то 
погрешность метода равна 
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Если же приближением считать , полученное с шагом h/2, то по-
грешность метода равна 

1
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nnn
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3.4.2. Интегрирование с переменным шагом 

Применение переменного шага интегрирования позволяет учитывать 
характер поведения решения и уменьшать общее число шагов, сохранив при 
этом требуемую точность приближенного решения. Таким способом могут 
быть снижены объем работы и машинное время и замедлен рост вычисли-
тельной погрешности. 

Для этих целей чаще всего применяется алгоритм выбора шага с по-
мощью удвоения и деления шага пополам. 

Пусть ρn+1 — оценка локальной погрешности метода на шаге h в точке 
(хn + h). Если ερ >+1n  — наперед заданной погрешности, то считается, что 

 не удовлетворяет заданной точности и нужно выбрать новый шаг, вдвое 
меньше прежнего h(1)=h/2. Вновь просчитывается значение  в новой точ-
ке  хn + h(1) . Если новое значение погрешности 

h
ny 1+

2/
1

h
ny +

ερ >+
)1(
1n , то точка (хn + h(1)) и 

значение  опять исключаются из рассмотрения, шаг снова делится попо-
лам  h(2) = h(1)/2 и вычисления повторяются. Так продолжается до тех пор, по-
ка при какой-то величине шага )  оценка локальной погрешности ρn+1  не 
станет меньше или равной ε:  

2/
1

h
ny +

( )(kh

|ρn+1| ≤ ε . 
После этого считается, что решение дифференциального уравнения продол-
жено до точки xn+1 = xn + h(k). 

Если же оценка локальной погрешности на шаге  стано-
вится много меньше ε , то есть удовлетворяет неравенству  

nn
k

n xxh −= +1
)(

|ρn+1| ≤ ε /M, 
где M — некоторая константа, то считается, что достигнута точность, превы-
шающая заданную, и шаг интегрирования удваивается: . )()1( 2 kk hh =+

Если выполняется неравенство  

ερε ≤≤ +1/ nM , 
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то считается, что полученное в точке xn+1 решение удовлетворяет заданной 
точности, и шаг интегрирования остается без изменения: . Даль-
нейшее решение уравнения производится из точки xn+1 с шагом hn+1 = h(k). 

)()1( kk hh =+

Таким образом обеспечивается выбор величины шага в зависимости от 
характера поведения решения дифференциального уравнения. Обычно пола-
гается M = 2p, где p – порядок аппроксимации метода. 
 

3.4.3. Выбор максимальной для данной точки длины шага 
Локальная погрешность метода в точке xn+1, как видно из предыдущего, 

равна  
1

1 ),( +
+ ≅ p

nnn hyxψρ . 

Если ερ >+1n , то метод не достигает требуемой точности при данном h 
и вычисленное значение уn+1 вместе с точкой (xn+ h) исключается из рассмот-
рения, а для решения выбирается новый размер шага из соотношения  

hε = αh, 

где α находится из условия выполнения равенства 

,),( 1 εψ ε =+p
nn hyx  

εαψ =++ 11),( pp
nn hyx    ερα =⇒ +

+
1

1
n

p , 

hh p

n

p

n

1

1

1

1

+

+

+

+

=⇒=
ρ
ε

ρ
εα ε . 

 
3.5. Методы вложенного типа. Оценка локальной погрешности 

Группу методов вложенного типа на основе формул Рунге–Кутта 
предложили Ингленд, Фельберг и др. [10, 15]. Основная идея этих методов 
заключается в получении оценки локальной погрешности численного реше-
ния путем применения двух методов разного порядка точности, p и (p+1), но 
использующих один и тот же набор вычисленных значений функций ki, то 
есть функций f(x, u). 

Пусть имеется два метода типа Рунге–Кутта p и (p+1) порядков 
аппроксимации O(hp) и O(hp+1), использующие одни и те же функции ki , но 
разные коэффициенты )( p

iσ  и )1( +p
iσ : 
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Оценка локальной погрешности 1+nρ  в этом случае, как и в способе 
Рунге, производится асимптотическим методом: 
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Здесь u(xn+1) — точное решение дифференциального уравнения (3.1); , 
 — решения разностных уравнений 
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ny (3.21) и (3.22) соответственно. От-
сюда локальная погрешность для метода (3.21), после сохранения членов 
главного порядка, будет равна 
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Это значение )(
1

p
n+ρ  обычно применяется в качестве контрольной величины для 

оценки локальной погрешности метода (3.21) сверху. 
Используя эту идею, Мерсон предложил следующие модификации ме-

тода Рунге–Кутта: 
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Локальная погрешность (3.23) метода (3.24) в этом случае может быть оцене-
на следующим выражением:  

)()892(
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4
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1 hOkkkkh

n +−+−=+ρ .   (3.26) 

Этот способ оценки локальной погрешности более экономичен в срав-
нении со способом Рунге. Он требует пяти вычислений функции f(x, u), тогда 
как в способе Рунге функцию f(x, u) приходится вычислять восемь раз. 

Фельберг разработал множество методов вложенного типа. Например, 
методы четвертого и пятого порядков точности: 
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Локальная погрешность метода (3.27) имеет порядок O(h5):  
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При оценке по способу Рунге локальной погрешности потребовалось бы 
одиннадцать раз вычислять правую часть дифференциального уравнения 
f(x, u) вместо шести в методе Фельберга. 
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Ингленд, в свою очередь, предложил следующие формулы четвертого 
и пятого порядков: 
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Локальная погрешность формулы (3.30) имеет порядок O(h5):  
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В этом случае экономия при вычислении локальной погрешности (3.30) такая 
же, как и методе Фельберга (3.27). 
 

3.6. Доказательство сходимости методов Рунге–Кутта 

Сходимость методов Рунге–Кутта следует из теоремы: 
Если численный метод устойчив и аппроксимирует исходную диффе-

ренциальную задачу и начальные данные с порядком точности O(hp), то он 
сходится на отрезке (x0, X] к решению дифференциальной задачи с порядком 
O(hp).  

Доказательство. Пусть zn = yn – u(xn) — погрешность решения задачи. 
Основное уравнение метода Рунге–Кутта, как известно, имеет вид 
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Подставим в уравнение (3.33) вместо уn и уn+1 выражения типа уn = zn + 

u(xn), а справа добавим и вычтем ∑ , где 
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В результате получаем уравнение для погрешности решения  
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Функция ψn есть погрешность аппроксимации метода (3.33) на реше-
нии исходной задачи (3.1) (или, иначе, невязка).  

Функция ϕn обращается в нуль, если f не зависит от решения задачи и. 
В общем случае ϕn пропорциональна погрешности zn. Так, по формуле ко-
нечных приращений имеем 

.1,
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Отсюда получается оценка |φn| ≤ Czn, где C = const , в силу ограниченности 
производных функции f(x, u) и, следовательно, производных функций ki(x, u) 
по второму аргументу, согласно теореме Коши о существовании решения 
дифференциального уравнения. 

Подставляя найденную оценку функции ϕn и функцию ψn в уравнение 
(3.34), получаем выражение для оценки погрешности решения в точке xn+1:  

 
|zn+1| ≤ |zn + hψ(xn, un) + hCzn| ≤ |zn(1 + hC)| + h|ψ(xn, un)|. 

 
Откуда методом индукции получаем оценку погрешности решения zn:  
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   |z1| ≤ |z0|(1 + hC)| + h|ψ(x0, u0)| ; 
 

|z2| ≤ |z1|(1 + hC)| + h|ψ(x1, u1)| ≤ z0|(1 + hC)|2 + 

+ h(|ψ(x1, u1)| + (1 + hC) |ψ(x0, u0)|);    

    .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .  

   |zn+1| ≤ |z0||(1 + hC)|n+1 + h∑
=

+
n

k

k

kk hCux
0

1),(ψ . 

Поскольку задача решается на ограниченном отрезке , при 
любых п и h выполняется неравенств X

Xxx ≤<0

о nhxxn = + ≤0

о 
. Огрубляя оценку, 

получим неравенств

|zn+1| ≤ |z0|eXC + jnj

CXXe ψ
10

max
−≤≤

. 

Аппроксимируя начальные данные с погрешностью O(hp), равной невязке 
метода O(hp), окончательно имеем оценку погрешности решения  

|zn+1| ≤ XeXCO(hp), 
где eXC есть константа, то есть погрешность решения порядка O(hp). 

Заключение. Если правая часть уравнения f(x, u) удовлетворяет усло-
вию Липшица по второму аргументу с константой L < C, начальные данные 
аппроксимируются с погрешностью O(hp), а ψi — невязка метода Рунге–
Кутта определена согласно условию  (3.35) и имеет порядок O(hp), то для по-
грешности метода при nh ≤ X справедлива оценка 

)(max)()(
10

p
jnj

CXpCX
nn hOXehOexuy ≈+≤−

−≤≤
ψ . 

 
4. МНОГОШАГОВЫЕ РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ 

4.1. Формулировка методов 

Для решения задачи Коши 

),( uxf
dx
du

=   для х > x0, u(x0) = u0   (4.1) 

введем сетку { }...,1,0,0 =+== nnhxxnhω  с постоянным шагом h > 0. Вве-
дем сеточные функции yn = y(xn), fn = f(xn, yn), un = u(xn), определенные на 
этой сетке ωh. 
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Линейным m-шаговым разностным методом называется система разно-
стных уравнений: 

mnmnn
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h
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110

22110    (4.2) 

или в компактной форме:  
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определенная при п = т, (т + 1), ..., где аk, bk — числовые коэффициенты, не 
зависящие от п, k = 0, 1, ..., т, причем a0 ≠ 0. Уравнение (4.2) — это рекур-
рентное оотношение по определению нового значения уn = у(хn) чере  най-
денные ранее значения yn–1, yn–2, ..., yn–m. 

с з

 Расчет начинается с п = т, то есть с уравнения 

0110
022110 ...... fbfbfb

h
yayayaya

mmm
mmmm +++=

++++
−

−− . 

Таким образом, для начала расчета необходимо задать т начальных значений 
y0, y1, ..., ym–1. Значение y0 берется из постановки исходной задачи (4.1) — 
у0 = u0. Величины y1, y2, ..., ym–1  можно вычислить, например, с помощью ме-
тода Рунге–Кутта. Далее будем предполагать, что начальные значения 
y1, y2, ..., ym–1 известны. В отличие от методов Рунге–Кутта в m-шаговых ме-
тодах (4.2) правые части вычисляются только в точках основной сетки ω h. 

Метод (4.2) называется явным, если b0 = 0, поскольку искомое значе-
ние уn выражается явно через предыдущие значения y1, y2, ..., ym–1. Если b0 ≠ 0, 
метод называется неявным. В этом случае для нахождения уn приходится ре-
шать нелинейное уравнение 
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Обычно это уравнение решают каким-либо итерационным методом, выбирая 
некоторое начальное приближение, например, 1

)0(
−= nn yy . 

Поскольку коэффициенты уравнения (4.2) определены с точностью до 
множителя, для устранения произвола полагают  

1
0

=∑
=

m

k
kb .       (4.3) 

Это означает, что правая часть разностного уравнения (4.2) аппроксимирует 
правую часть дифференциального уравнения (4.1). 
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На практике наибольшее распространение получили методы Адамса, 
представляющие собой частный случай многошаговых методов (4.2), когда 
производная и'(х) аппроксимируется только по двум точкам xn и хn–1, то есть 
коэффициенты ak принимают значения: 

a0 = – a1 = 1;  ak = 0, k = 2, 3, ..., m. 
Методы Адамса имеют вид  
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1 .     (4.4) 

При b0 = 0 методы Адамса называются явными, в случае b0 ≠ 0 — неявными.  
 

4.2. Уравнение для погрешности 

Пусть поставлена задача Коши 

),()( uxf
dx

xdu
=        при x > x0, u(x0) = u0.   (4.5) 

Для ее решения используем т-шаговый разностный метод 
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где п = т, (т+1), …. Начальные значения  у0, у1, ..., уm–1 заданы.  
Получим уравнение для погрешности zn = yn – u(xn). Для этого подста-

вим в уравнение (4.6) вместо уj  выражение уj = иj + zj для j = n, (п – 1), ..., (п –
 т):  
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Добавим к правой части этого уравнения и вычтем из нее выражение 
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В результате получим 
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Здесь ψn–m — погрешность аппроксимации (невязка) метода. Функция ϕn–m 
зависит нелинейно от zj, j = п, (п – 1), ..., (п – т). Её вид определяется функ-
цией f(x, u). Будем предполагать, что f(x, u) удовлетворяет условиям Липшица 
по второму аргументу, то есть 

2121 ),(),( uuLuxfuxf −≤−  

для всех x, u1, u2 из рассматриваемой области. Тогда из (4.9) следует оценка  
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где )....,,,max( 10 mbbbb =   
 

4.3. Погрешность аппроксимации многошаговых методов 

Погрешностью аппроксимации многошагового разностного метода на 
решении дифференциальной задачи (невязкой разностного метода) называет-
ся функция (4.8):  
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которую можно получить также подстановкой точного решения и(х) диффе-
ренциальной задачи (4.5) в разностное уравнение (4.6). Погрешность аппрок-
симации определяется при h → 0 в зависимости от выбора коэффициентов ak, 
bk, k = 0, 1, ..., т. При этом предполагается, что все рассматриваемые функ-
ции обладают необходимой гладкостью. Разлагая функции un–k = u(xn – kh) в 
точке х = xn по формуле Тейлора до членов порядка p, получаем 
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Аналогично разлагаем функцию f(xn–k, un–k) в ряд Тейлора до членов порядка 
(p – 1)  
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  k = l, 2, …, m. 

Подставляя эти разложения в выражение невязки (4.8), будем иметь 
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После преобразований приходим к выражению 
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Следовательно, погрешность аппроксимации имеет порядок ) , если вы-
ражения в скобках будут равны нулю: 
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Уравнения (4.10), (4.11) вместе с условием (4.3) 1 образуют систему из 

(р + 2) линейных алгебраических уравнений относительно 2(m+1) неизвест-
ных а0, a1, ..., аm, b0, ..., bm. Упростим систему 
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(4.11), рассмотрев случай l = 1, 
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и учтем условие нормировки (4.3). Тогда получим уравнение 
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Для отыскания коэффициентов ak и bk получаем систему уравнений: 
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которая содержит р уравнений и 2т неизвестных а1, a2, … аm, b1, b2, …, bm. 
Коэффициенты a0, b0 вычисляются по формулам: 
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Чтобы система (4.12) не была переопределена, необходимо потребовать, что-
бы р ≤ 2т. Это требование означает, что порядок аппроксимации линейных 
т-шаговых разностных методов не может превосходить 2т. 
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Наивысший достижимый порядок аппроксимации неявных т-шаговых 
методов равен 2т, а явных — (2т – 1). Если в системе (4.12) отбросить по-
следние п уравнений, п = 1, 2, ..., (р – 1), то получим условия, обеспечиваю-
щие порядок аппроксимации (р – п).  

Для методов Адамса (4.4) условия р-го порядка аппроксимации (4.12), 
(4.13) принимают вид  
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Следовательно, наивысший порядок аппроксимации т-шагового неявного 
метода Адамса равен (т + 1), а наивысший порядок аппроксимации явного 
метода Адамса (b0 = 0) равен т. 
 

4.4. Примеры многошаговых разностных методов Адамса  

Наивысший порядок аппроксимации явных т-шаговых методов Адам-
са 
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равен т. Согласно уравнениям (4.14) условия т-го порядка аппроксимации 
имеют вид: 
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Решая систему (4.16), можно найти коэффициенты метода наивысшего по-
рядка аппроксимации уравнений (4.15) при каждом конкретном т.  

Так, при т = 1 получается метод Эйлера 
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При т = 2, 3, 4, 5 получаются следующие явные методы т-го порядка 
аппроксимации:  
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с локальной погрешностью )(
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Для неявных т-шаговых методов Адамса 
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наивысший порядок аппроксимации равен (m + 1). Коэффициенты метода 
(4.21) наивысшего порядка аппроксимации находятся из системы (4.14). 

При m = 1 получается метод второго порядка аппроксимации : )( 2hO
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называемый методом трапеций с локальной погрешностью )(
12
1 )3(3 xuh−=ρ . 

При т = 2, 3, 4 получаются, соответственно, методы (т + 1)-го порядка 
аппроксимации: 
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порядок аппроксимации ) , локальная погрешность ( 5hO )(
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3 )6(6 xuh−=ρ . 
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Для решения задачи неявными методами необходимо использовать ка-
кой-либо итерационный метод. Например, для неявного метода Адамса 4-го 
порядка можно использовать метод простой итерации  
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где s — номер итерации, s = 0, 1, .... В качестве начального значения  
можно взять решение, полученное с помощью явного метода Адамса 3-го по-
рядка, то есть метода 
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h

yy . 

Записывая выражение (4.26) в виде 

Fyxfhy s
nn

s
n +=+ ),(

8
3 )()1( , 

где   )),(),(5),(19(
24 3322111 −−−−−−− +−+= nnnnnnn yxfyxfyxfhyF , 

получаем, что если M
dy
df

≤ , M = const, то итерационный метод сходится при 

условии 

1
8

3
<

hM , 

которое выполнено при достаточно малом шаге интегрирования h. 
Формулы Адамса можно получить и другим способом. Пусть функция 

f(x, u) из уравнения и' = f(x, u) на отдельных отрезках интегрирования ап-
проксимируется некоторым полиномом от х — f(x, u) = F(x). Тогда, проин-
тегрировав исходное уравнение и' = f(x, u) на участке (xn–1, xn), получим  

,)()()(),(
111

1 ∫∫∫
−−−

≈−==′
−

n

n

n

n

n

n

x

x
nn

x

x

x

x

dxxFxuxudxuxfdxu  

или, в принятых нами обозначениях, 

∫
−

=
− −

n

n

x

x

nn dxxF
hh

yy

1

.)(11  
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Используя в качестве F(x) некоторый интерполяционный полиномом степени 
не выше k — Pk(x) и вычисляя этот интеграл, получаем соответствующие 
формулы. 

Например, при k = 0  P0(x) = f(xn–1, yn–1) = const имеем: 

),( 11
1

−−
− =

−
nn

nn yxf
h

yy ;   p=1; 

при k = 1       
h

fxx
h

fxxxP nnnn 2112
1

)()()( −−−− −
−

−
=  получаем:  

2
1

1
1 −

−
− Δ

+=
− n

n
nn ff

h
yy ;   p=2; 

при k = 2: 

1
21

1
1

12
5

2 −
−

−
− Δ+

Δ
+=

−
n

n
n

nn fff
h

yy ;   p=3; 

при k = 3: 

1
3

1
21

1
1

8
3

12
5

2 −−
−

−
− Δ+Δ+

Δ
+=

−
nn

n
n

nn ffff
h

yy ;   p=4. 

Здесь приняты обозначения: 
),( 111 −−− = nnn yxff ;       

211 −−− −=Δ nnn fff ;       

3211
2 2 −−−− +−=Δ nnnn ffff ;     

43211
3 33 −−−−− −+−=Δ nnnnn fffff .    

Этот способ использован также при получении расчётных формул в методе 
Милна. 
 

4.5. Метод Милна 

Для получения формул Милна обычно используется первая интерпо-
ляционная формула Ньютона для производной и' в точке хk= (х0+kh) с разно-
стями до третьего порядка: 

kkkk uqqquqququxu ′Δ+−+′Δ−+′Δ+′=′ 32322 )23(
6
1)(

2
1)( , (4.27) 
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где .
h

xxq k−
=  Полагая k = (n – 4) в формуле (4.27) и интегрируя её почленно 

по х в пределах от xn–4 до xn, получим  

[ ]dxuqqquqququdxxu nnn

x

x
n

x

x

n

n

n

n

4
323

4
22

44 )23(
6
1)(

2
1)(

44

−−−−
′Δ+−+′Δ−+′Δ+′=′ ∫∫

−−

; 

Так как 
h

xxq k−
=  и dx = hdq, интеграл принимает вид  

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−′Δ+

−′Δ+′Δ+′=− ∫ ∫ ∫∫ −−−−−

4

0

4

0

4

0

23

4
3

2

4
2

4

0
444 6

23
2

dqqqqudqqquqdqudquhuu nnnnnn  

)
3
8

3
2084( 4

3
4

2
44 −−−−

′Δ+′Δ+′Δ+′= nnnn uuuuh .   (4.28) 

Подставляя выражения конечных разностей:  

434 −−−
′−′=′Δ nnn uuu ; 

4324
2 2 −−−− ′+′−′=′Δ nnnn uuuu ; 

43214
3 33 −−−−− ′−′+′−′=′Δ nnnnn uuuuu  

в уравнение (4.28), после упрощений получаем первую формулу Милна:  

).22(
3

4
1234 −−−−

′+′−′+= nnnnn uuuhuu  

Используя дифференциальное уравнение и' = f(x, u) и заменяя un на yn, 
формулу Милна приводим к окончательному виду:  

).22(
3

4
1234 −−−− +−+= nnnnn fffhyy    (4.29) 

Для получения второй формулы Милна положим в формуле (4.27) 
k = (n – 2) и проинтегрируем обе части получившегося выражения по х от хn–2 
до хn:  

dquqqquqququhdxxu nnnn

x

x

n

n

∫∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′Δ+−+′Δ−+′Δ+′=′

−−−−

−

2

0
2

323
2

22
22 )23(

6
1)(

2
1)(

2

. 

Отсюда, после аналогичных предыдущему операций, получим 

).
3
122( 2

2
222 −−−−

′Δ+′Δ+′=− nnnnn uuuhuu         (4.30) 
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Здесь .0)23(
6
1 2

0

23 =+−∫ dqqqq  Подставляя в уравнение (4.30) значения ко-

нечных разностей 212 −−−
′−′=′Δ nnn uuu ; 212

2 2 −−− ′+′−′=′Δ nnnn uuuu , получаем вторую 
формулу Милна:  

)4(
3 122 nnnnn uuuhuu ′+′+′+= −−−  

или, окончательно, после замены un на yn и nu′  на f(xn, yn),  

)4(
3 122 nnnnn fffhyy +++= −−− .    (4.31) 

Если f(x, y) не зависит от у, то есть равняется f(x), то формула (4.31) идентич-
на формуле Симпсона для вычисления определенного интеграла  

.)(
2

2 dxxfuu
n

n

x

x
nn ∫

−

=− −  

Оценим погрешности формул Милна (4.29) и (4.31) εi
(1), εi

(2) по величи-
не отброшенных членов полинома Ньютона:  

∫ −−− Δ=′Δ=′Δ−+−≈
4

0
4

4
4

4
4

4234)1( ;
90
28

90
28)6116(

24
1

nnnn fhuhdquqqqqhε   (4.32) 

∫ −−− Δ−=′Δ−=′Δ−+−≈
2

0
2

4
2

4
2

4234)2(

9090
)6116(

24
1

nnnn fhuhdquqqqqhε .(4.33) 

Полагая Δ4fn = const на интервале длины 4h, получим  

.28 )2()1(
nn εε −=  

Так как решение дифференциальной задачи (4.5) равно )2()2(
nnn yu ε+=  и 

)2()1()1()1( 28 nnnnn yyu εε −=+= , где  — решение получено по формуле )1(
ny (4.29), 

а  — по формуле )2(
ny (4.31), то 

).(
29
1 )2()1()2(

nnn yy −=ε  

При малых h )()5(
4

4

n
n xu

h
u

≈
′Δ . Тогда интегральная погрешность согласно  

(4.32) и (4.33) для метода Милна есть  

4
55

5

9090
hMabNMhE −

== , 
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где M5 = max⏐u(5)(x)⏐ при а ≤ х ≤ b; 
N

abh −
= , то есть метод Милна четвёрто-

го порядка точности (здесь h — шаг интегрирования; N — число точек раз-
биения отрезка (а, b)). Погрешность его порядка O(h4). 

Метод Милна считается одним из наиболее простых и удобных. Для 
начала счета он требует задания решения в четырёх начальных точках: 
у0, у1, у2, у3. Значение y0 берется из начальных данных дифференциальной за-
дачи, а у1, у2,  у3 получаются с помощью какого-либо метода Рунге–Кутта. 
Последующие значения уn  для n = 4, 5, … находятся по следующей схеме: 

1) вычисляется первое приближение  по формуле: )1(
ny (4.29):  

)22(
3

4
1234

)1(
−−−− +−+= nnnnn fffhyy    для n = 4, 5, …; 

2) затем находится второе приближение (окончательное)  по фор-
муле 

)2(
ny

(4.31):  

)).,(4(
3

)1(
122

)2(
nnnnnnn yxfffhyy +++= −−−  

Локальная погрешность величины  приближённо равна )2(
ny

.
29
1 )2()1(

nnn yy −=ε  

 
4.6. Решение дифференциальных уравнений с заданной 

погрешностью на каждом шаге 

Главная задача численного интегрирования дифференциальных урав-
нений — это получение решения с заданной погрешностью на каждом шаге 
расчета. Эта задача связана с необходимостью определения локальной по-
грешности решения в каждой точке xn и с изменением шага интегрирования. 
Если для методов типа Рунге–Кутта изменение шага не вызывает затрудне-
ний, то в случае многошаговых методов для расчета с новым шагом h прихо-
дится определять дополнительные данные на новой сетке с помощью интер-
поляционных полиномов высокой степени, либо вычислять их методом Рун-
ге–Кутта соответствующего порядка. 

Непосредственная оценка локальной погрешности решения на каждом 
шаге интегрирования связана с вычислением (k+1) производных искомой 
функции, так как главный член локальной погрешности определяется выра-
жением 

)()()()( 2)1(1 +++ +=−= kkk
nnn hOuhCyxux ξρ . 
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Здесь u(xn) — решение дифференциального уравнения; yn — решение разно-
стного уравнения; C — некоторая константа; точка ],[ 1 nn xx −∈ξ ; h — шаг ин-
тегрирования; k — порядок погрешности разностного метода. Именно труд-
ности вычисления (k+1)-х производных )  при определении локальной 
погрешности являются препятствием при использовании в расчетах как яв-
ных, так и неявных многошаговых методов по отдельности, а потому они 
редко используются на практике. 

()1( xu k +

Оценка локальной погрешности существенно облегчается в методах 
прогноза-коррекции при совместном применении явных и неявных схем од-
ного порядка точности. В результате полученные решения на этапах прогно-
за и коррекции используются для оценки локальной погрешности метода. 
Предположим, что методом прогноза-коррекции получено решение задачи 

 в точке xn–1 с заданной погрешностью ε. Пусть в используемом методе на 
этапе прогноза применяется явный метод k-го порядка точности с локальной 
погрешностью решения yn в следующей точке xn:  

1−ny

)()()( 1
)1(1)()()( ξρ ++=−= kkpp

nnn
p uhCyxux , 

а на этапе коррекции — неявный метод также k-го порядка точности с 
локальной погрешностью 

)()()( 2
)1(1)()()( ξρ ++=−= kkcc

nnn
c uhCyxux . 

Здесь величины с индексами (p) и (c) относятся к данным этапов прогноза и 
коррекции соответственно; C(p), C(c) — известные константы; )()1(

i
ku ξ+  — 

(k+1) производные точного решения дифференциальной задачи u(x), точки 
],[ 1 nni xx −∈ξ , i = 1, 2. 

Для оценки локальной погрешности метода прогноза-коррекции целе-
сообразно использовать обе схемы, явную и неявную, одного порядка ап-
проксимации, так как в этом случае, в предположении )( 1

)1( ξ+ku ≈ )( 2
)1( ξ+k

)

u , ло-
кальные погрешности на этапах прогноза и коррекции можно выразить друг 
через друга, исключив ()1(

i
ku ξ+ : 

)()( )(
)(

)(
)(

n
c

c

p

n
p x

C
Cx ρρ = ; 

)()( )(
)(

)(
)(

n
p

p

c

n
c x

C
Cx ρρ = . 

Записывая локальные погрешности в виде разности точного решения диффе-
ренциального уравнения и численного решения: 

)()()( )(
)(

)(
)()(

n
c

c

p
p

nnn
p x

C
Cyxux ρρ =−= ; 
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)()()( )(
)(

)(
)()(

n
p

p

c
c

nnn
c x

C
Cyxux ρρ =−= ; 

и вычитая из одного уравнения другое, получаем 

)()(
)(

)()(
)()(

n
p

p

cp
p

n
c

n x
C

CCyy ρ−
=− . 

Откуда следуют формулы для оценки локальной погрешности на каждом 
этапе: 

)(
)()(

)()(
)( )( p

cp

p
n

c
n

n
p C

CC
yyx

−
−

=ρ ; 

)(
)()(

)()(
)( )( c

cp

p
n

c
n

n
c C

CC
yyx

−
−

=ρ . 

Полученную оценку локальной погрешности на этапе корректор затем срав-
ниваем с заданной погрешностью решения ε на каждом шаге.  

Если |)(| )(
n

c xρ  > ε, то шаг интегрирования h уменьшают обычно вдвое. 
При этом локальная ошибка согласно асимптотической оценке и предполо-
жению о малом изменении )()1(

i
ku ξ+  на отрезке (xn–1, xn) уменьшается в 2(k+1) 

раз. 
Если же |)(| )(

n
c xρ  < ε, то шаг h увеличивают вдвое, вызывая возраста-

ние локальной погрешности в 2(k+1) раз. 
Если такое изменение локальной погрешности с изменением шага ин-

тегрирования вдвое не устраивает, то можно подсчитать новое значение оп-
тимального шага из условия равенства локальной погрешности заданной по-
грешности решения )()(

n
c xρ  = ε: 

εξρ == ++ )()( 2
)1(1)()( kkc

n
c uhCx ; 

1 )( )(
+= k

n
cnop x

hh
ρ

ε . 

Откуда следует, что оптимальный шаг интегрирования hop возрастает, если 
локальная погрешность решения, полученная при шаге hn, меньше заданной 
и наоборот. 

Для получения решения в следующей точке xn после изменения шага 
интегрирования необходимо получить (m – 1) новых начальных данных, со-
ответствующих новому шагу интегрирования, в точках xn–1, xn–2, …, xn– m на 
новой сетке new

hω  по ранее сосчитанным значениям y(x) в точках старой сетки 
old
hω . Это удобнее всего сделать с помощью интерполяционных полиномов 
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Эрмита, обладающих максимальной степенью аппроксимации при мини-
мальном числе узлов интерполяции. Например, полином Эрмита при трех уз-
лах интерполяции с остаточным членом порядка O(h6) имеет вид [10]: 

∑∑
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−
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− Φ+Φ=
3

1
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1
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i
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i
iin xxHxxyxH ω , 

где  

∏
=

−−−− −−−=−=
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Здесь )  — правая часть дифференциального уравнения. ,( iii yxff =
Вычисленные по этой формуле значения функции y(x) в узлах новой 

сетки не изменяют главного члена локальной погрешности в формулах 
предиктор-корректор. 

Приведенная формула Эрмита непосредственно пригодна для случая 
уменьшения шага интегрирования h. При небольшой модернизации она мо-
жет использоваться и для случая увеличения шага h. В этом случае узлы 
интерполяции будут располагаться на расстоянии 2h друг от друга на старой 
сетке old

hω . В результате при переходе на новую сетку new
hω  с увеличением h 

потребуется вдвое больше исходных данных, чем при уменьшении шага 
вдвое. Поэтому при выполнении расчетов с заданной погрешностью на каж-
дом шаге необходимо сохранять в памяти машины вдвое больше расчетных 
данных, чем требуется для вычисления искомой функции в очередной рас-
четной точке. 

 
 

5. УСТОЙЧИВОСТЬ, СХОДИМОСТЬ И ПОГРЕШНОСТЬ 

МНОГОШАГОВЫХ МЕТОДОВ 

5.1. Устойчивость и сходимость m-шаговых разностных методов 

Как показано в п. 4.3, наивысший порядок аппроксимации m-шагового 
разностного метода равен p = 2m. Однако установлено, что методы наивыс-
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шего порядка неустойчивы, а потому не пригодны для расчетов. Введем не-
обходимые для дальнейшего понятия. 

Рассмотрим однородное разностное уравнение с постоянными коэф-
фициентами ai, i = 0, 1, …, m:  

a0vn + a1vn–1 + … + amvn–m = 0,  n = т, (т+1).   (5.1) 
Будем искать частные решения уравнения (5.1) в виде vn = qn, где q — 

число. Для этого, подставив функцию vn–k = qn–k,  k = 0, 1, ..., т в (5.1) и со-
кратив на qn–m, получим уравнение 

a0qm + a1qm–1 + … + am–1q + am = 0,    (5.2) 
которое называется характеристическим уравнением разностного уравнения 
(5.1) и метода (4.2). 

Следовательно, уравнение (5.1) имеет решение qn, если q является кор-
нем характеристического уравнения (5.2). Если же корень q имеет кратность 
r ≥ 1, то разностное уравнение, как показано, имеет частные решения вида 

vn = njqn, j = 0, 1, …, (r – 1). 
Если все корни q1, q2, …, qm характеристического уравнения лежат 

внутри или на границе единичного круга комплексной плоскости, а на грани-
це единичного круга нет кратных корней, то считается, что m-шаговый метод 
(4.2) удовлетворяет условию корней. 

Доказано: 
1) что если m-шаговый метод удовлетворяет условию корней, то метод 

является устойчивым, то есть его решение ограничено при h → 0; 
2) что порядок аппроксимации p устойчивого неявного m-шагового 

метода удовлетворяет условиям p ≤ (m + 1) при m нечетном и р ≤ (т + 2) при 
т чётном. Для явных т-шаговых устойчивых методов порядок аппроксима-
ции не превосходит т; 

3) что если метод (4.2) удовлетворяет условию корней и условию 
Липшица Luxfu ≤),(  при x0 ≤ х ≤ Х, то при (x0+mh) ≤ xn = (x0+nh) ≤ Х,  п ≥ т 
и всех достаточно малых h для его решения выполняется оценка  

)max)(max()(
010 kmnkjjmjnn xuyMxuy ψ

−≤≤−≤≤
+−≤− . 

Здесь ψk — погрешность аппроксимации; |уj – и(хj)|, j = 0, 1, …, (m – 1), — по-
грешности в задании начальных условий; М — константа, зависящая от L, Х 
и не зависящая от п. 

Отсюда следует, что если погрешности начальных данных |уj – u(xj)| и 
аппроксимации ψk, k = 0, 1, … являются величинами порядка O(hp), р > 0, то 
численное решение задачи уn сходится к точному решению дифференциаль-
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ной задачи u(xn) с погрешностью O(hp), то есть метод сходится и имеет р-й 
порядок точности при n > m — |уn – u(xn)| = O(hp). 

Таким образом, исследование сходимости метода (4.2) сводится к ана-
лизу погрешности аппроксимации и проверке условия корней. 

Отметим, что методы Адамса (4.4) 

∑
=

−−
− =

− m

k
knknk

nn yxfb
h

yy
0

1 ),(  

всегда удовлетворяют условию корней, так как для них характеристическое 
уравнение имеет единственный корень, равный q = q1 = 1. 

Примером метода, не удовлетворяющего условию корней, является яв-
ный двухшаговый метод, имеющий третий порядок аппроксимации 

3
2

6
54 2121 −−−− +

=
−+ nnnnn ff

h
yyy .   (5.3) 

Для него характеристическое уравнение имеет вид q2 + 4q – 5 = 0. Решение 
его есть 

32542 ±−=+±−=q ;  

q1 = 1;  q2 = –5, 
то есть второй корень не удовлетворяет условию корней, так как выходит за 
границу единичного круга. Следовательно, метод (5.3) неустойчив. 

Другим примером метода, не удовлетворяющего условию корней, яв-
ляется явный двухшаговый метод второго порядка аппроксимации 

6
5

3
2 2121 −−−− +

=
−+ nnnnn ff

h
yyy ,    (5.4) 

характеристическое уравнение которого q2 + q – 2 = 0 имеет корни q1 = 1, 
q2 = –2, один из которых выходит за границу единичного круга. Это делает 
метод неустойчивым.  

Решение задачи Коши (4.1) посредством неустойчивых методов, на-
пример, (5.3) и (5.4), дает осцилирующие, пилообразные, неограниченно 
возрастающие по модулю решения с уменьшением h и увеличением x, 
приводящие к переполнению разрядной сетки и останову ЭВМ. 
 

5.2. Устойчивость по начальным данным однородного разностного 
уравнения  

Решением задачи Коши разностного уравнения (5.1) является такая се-
точная функция vn, которая при всех п ≥ т удовлетворяет уравнению (5.1) и 
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принимает при п = 0, 1, …, (т – 1) заданные начальные значения 
v0, v1, ..., vm-1. 

Если a0 ≠ 0, то уравнение (5.1) разрешается относительно vn 

.... 1
0

1
1

0

1

0
−+−

−
− −−−−= nmn

m
mn

m
n a

a
a

a
a
a vvvv   (5.5) 

Отсюда следует, что при a0 ≠ 0 решение задачи Коши существует и единст-
венно. 

Принято считать,что уравнение (5.1) устойчиво по начальным данным, 
если его решение при любых начальных значениях v0, v1, …, vm–1 удовлетво-
ряет условию 

,max
101 jmjn M vv

−<<
≤   n = m, (m+1), … ,   (5.6) 

где М1 — не зависящая от п постоянная. 
Таким образом, устойчивость означает равномерную по п ограничен-

ность решения задачи Коши. Показано, что устойчивость уравнения полно-
стью определяется расположением корней характеристического уравнения 
(5.2). 

Считается, что выполнено условие корней, если все корни q1, q2, …, qm 
характеристического уравнения (5.2) лежат внутри или на границе единично-
го круга комплексной плоскости, а на границе единичного круга нет кратных 
корней. 

Теорема. Условие корней необходимо и достаточно для устойчивости 
уравнения (5.1) по начальным данным. 

Доказательство. Докажем сначала необходимость. Пусть уравнение 
(5.1) имеет корень q, который |q| > 1. Задавая в качестве начальных данных 
функции vj = q j, j = 0, 1, …, (т – 1), получим решение vn = qn, п ≥ т, неогра-
ниченно возрастающее при п → ∞. Для точного решения невозможна оценка 
вида (5.6). Следовательно, условие |qn| < 1, п = 1, 2, …, m, необходимо для ус-
тойчивости. 

Если уравнение (5.2) имеет корень q кратности r > 1, для которого 
q = 1, то разностное уравнение (5.1), как показано, имеет решение пr–1qn, рас-
тущее при п → ∞ как nr–1. В этом случае оценка (5.6) также не выполняется. 

Для проведения доказательства достаточности теоремы сделаем до-
полнительные построения. Запишем (5.5) в виде эквивалентной системы: 
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и представим эту систему в векторной форме в виде 
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Vn = SVn–1,  п = т, (т+1), …,      (5.7) 
где  

Vn = (vn– m+1, vn– m+2, …, vn)T; 
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Начальный вектор  полагаем задан. Множество собст-
венных чисел матрицы S, можно показать, совпадает с множеством корней 
характеристического уравнения 

T
mmV ),,,( 1101 −− = vvv K

(5.2). 
Лемма. Если выполнено условие корней, то существует такая норма 

||·||∗ вектора, что для подчинённой нормы матрицы S справедливо неравенство 
||S||∗ ≤ 1.  

Доказательство. С помощью преобразования подобия 
Ŝ=QSQ –1     (5.9) 

приведем матрицу S к модифицированной жордановой форме  
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где  — число, либо жорданова клетка kS€
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а qk — собственное число матрицы S; ε > 0 — любое число. Оценим норму 

C
S
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. 
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Здесь диагональный элемент  совпадает с одним из корней характеристиче-
ского уравнения, а внедиагональный элемент 

iis€

⎩
⎨
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−
−

=+ корень.кратныйесли,
корень,простойесли,0

1,
ii

ii
ii s

s
s )

)
)

ε
 

Если 1, +iis)  = 0 для некоторого i, то по условию леммы | iis) | ≤ 1. Если же 

1, +iis)  = ε, то iis)  — кратный корень и согласно условию корней выполняется 
строгое неравенство | iis) | < 1. Но тогда при достаточно малом ε  выполнено 
условие  

| iis) |+| 1, +jis) | < 1. 

Таким образом, выбирая ε  достаточно малым, получим 
C

S€  ≤ 1. 
Введём норму вектора  

C
Qyy =

∗
,      (5.10) 

где Q определено согласно (5.9). Учитывая (5.10), получаем  

CC
QyQSQQSySy ⋅== −

∗

1 , 

откуда следует доказательство леммы: 1€ ≤=
∗ C

SS . 
Докажем теперь достаточность выполнения условия корней для устой-

чивости уравнения (5.1) по начальным данным. Из уравнения (5.7), учитывая 
лемму, получим 

∗−∗−∗∗
≤≤ 11 nnn VVSV , 

откуда следует 

K),1(,,1 +=≤
∗−∗

mmnVV mn .      (5.11) 

Согласно определению нормы (5.10) 

CCC
VQQVV ≤=

∗
. 

Учитывая тождество 

QVQV 1−= , 

справедливое для любой невырожденной матрицы Q, получаем оценку 

∗

−− ⋅=⋅≤ VQQVQV
CCCC

11 . 

Таким образом, выполняются оценки 
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( )
CCCC

VQVVQ ⋅≤≤⋅
∗

−− 11  .       (5.12) 

Из выражений (5.11) и (5.12) получаем оценку 

CmCn VMV 11 −≤ ,     (5.13) 

где 
CC

QQM ⋅= −1
1 . Из выражения (5.13) следует неравенство 

,max
101 jmjn M vv

−≤≤
≤  

означающее устойчивость уравнения (5.1) по начальным данным, что и тре-
бовалось доказать. 

 
5.3. Оценка решения неоднородного уравнения 

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного разностного уравнения 
а0yn+a1yn–1+...+amyn–m = hgn–m,     (5.14) 

где начальные данные y0, y1, …, ym–1 и функции gn– m заданы, n = т, (т+1), ... . 
Если a0 ≠ 0, то для каждой правой части gn–m решение задачи Коши сущест-
вует и единственно. Оно может быть вычислено по формуле 
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исходя из начальных данных y0, y1, ..., ym–1 и известной правой части gn–m. 
Докажем теорему, что если однородное уравнение (5.1) устойчиво по 

начальным данным, то для неоднородного уравнения (5.14) справедлива 
оценка 

,max
0

2101 ∑
−

=−≤≤
+≤

mn

k
kjmjn ghMyMy     (5.15) 

где М1 и М2 не зависят от п. 
Выполнение оценки (5.15) означает по определению устойчивость 

уравнения (5.14) по правой части. Следовательно, из устойчивости по на-
чальным данным непосредственно следует устойчивость по правой части. 

Представим уравнение (5.14) в векторном виде  
Yn = SYn–1 + hGn–1,   n = m, (m+1),            (5.16) 

где       Yn = (yn–m+1, yn–m+2, …, yn)T, 
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матрица S определена ранее (5.8). 
Если уравнение (5.1) устойчиво по начальным данным, тогда согласно 

теореме п. 5.2 выполнено условие корней. При этом условии, как показано в 
п. 5.2, для некоторой нормы матрицы S справедливо неравенство 1

*
≤S . 

Учитывая это, оценим норму вектора Yn из уравнения (5.16)  
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Суммируя эти неравенства по k от т до п, получим 
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Используя неравенство (5.12) 
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устанавливающее эквивалентность норм 
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⋅ , из (5.18) получаем 

( ) .
1

1
1

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +≤ ∑

−

−=
−

−−
n

mk
CkCmCCnC

GhYQYQ    (5.19) 

Учитывая вид (5.17) вектора Gk, имеем  
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Отсюда и из (5.19) получаем требуемое неравенство 
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где 
CC

QQM 1
1

−= ;  Здесь Q — матрица, преобразующая S со-
гласно 

.1
012
−= aMM

(5.9) к модифицированной жордановой форме. 
 

5.4. Сходимость m-шагового разностного метода 

Согласно определению сходимость метода означает стремление к 
нулю погрешности численного решения задачи zn при стремлении к нулю 
шага интегрирования h. Для определения закона изменения zn необходимо 
найти решение уравнения погрешности m-шагового метода (4.7)  
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и установить его зависимость от h. Решение уравнения погрешности имеет 
вид  
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Если бы функция ϕn–m равнялась нулю для всех п, то для оценки zn дос-
таточно было бы воспользоваться оценкой (5.20). Однако наличие зависящей 
от решения zn функции ϕn–m, характеризующей нелинейность задачи, услож-
няет получение необходимых оценок. 

Теорема. Если для характеристического уравнения m-шагового метода 
(5.2) выполнено условие корней, функция f(x, u) удовлетворяет условию 
Липшица по второму аргументу |fu(x, u)| ≤ L для х ∈ (x0, X], разностное 
уравнение (4.6) аппроксимирует дифференциальное уравнение (4.5), то 
решение разностной задачи (4.6) для х ∈ (x0, X) сходится при h → 0 к 
решению задачи (4.5), то есть погрешность решения z → 0. Причем порядок 
сходимости определяется порядком аппроксимации уравнения и начальных 
данных. 

Будем полагать, что начальные данные и дифференциальное уравнение 
аппроксимируются с порядком : )( phO

)(max
10

p
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hOz =
−≤≤

;    ψn–m = O(hp)  для n = m, (m + 1), … .   (5.22) 

Доказательство. Представим функцию ϕn–m, определенную согласно 
уравнению (4.9), как 

ϕn–m = b0(f(xn, yn) – f(xn, un)) + b1(f(xn–1, yn–1) – f(xn–1, un–1)) + 

 + … + bm(f(xn–m, yn–m) – f(xn–m, un–m)), 
в виде  
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Здесь ln–k определена в соответствии с теоремой Лагранжа о среднем: 
f(xn–k, yn–k) – f(xn–k, un–k) = ln–k  zn–k, 

где    ln–k = fu(xn–k, ),     = yn–k + θ zn–k,    0 ≤ θ ≤ 1,  k = 0, 1, …, m. knu −
~

knu −
~

Подставляя (5.23) в уравнение (5.21), получим  
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Потребуем, чтобы h удовлетворяло условию 
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Тогда коэффициент при zn будет больше нуля:  
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и уравнение (5.24) можно разрешить относительно zn:  
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Добавляя к правой части уравнения (5.26) и вычитая из нее выражение 
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Введя векторы Zn и Ψn– 1:  
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и матрицы Vn– 1 и S: 
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представим уравнение (5.27) в векторной форме 
Zn = SZn–1+hVn–1Zn–1+hΨn–1.    (5.29) 
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Учитывая оценку матрицы S в п. 5.2 ||S||∗ ≤ 1, для уравнения (5.29) по-
лучаем неравенство 

∗−∗−∗−∗−∗
Ψ+⋅+≤ 1111 nnnnn hZVhZZ .   (5.30) 

Оценим величину 
∗−1nV . Согласно уравнениям (5.25) и (5.28) имеем  

,2 2

0

00 L
a

baba kk
nk

⋅+⋅
≤v       k = 1, 2, ..., m, 

поэтому    ,
1

1 LV
m

k
nkCn vv ≤= ∑

=
−   

где     ( )∑
=

⋅+⋅=
m

k
kk baba

a 1
002

0

2v . 

Так как для любого вектора х справедливы неравенства 

( ) ( ) ,11
1

1
1

111 ∗−
−

−
−

−−∗− ⋅≤⋅≤== xVMQxQQVQxQQVxQVxV
CnCCnCnCnn  

где 
CC

QQM 1
1

−⋅= , то 
∗−1nV  есть ограниченная величина, не зависящая от п 

и h:  

LMVMV
Cnn v1111 ≤≤ −∗− . 

Подставляя эту оценку в (5.30), приходим к неравенству для произвольного 
значения k:  

,)1( 111 ∗−∗−∗
Ψ++≤ kkk hZhcZ  

где k = m, (m + 1), …,   c1 = M1vL. 
Установим закономерность изменения 

*kZ  с увеличением k: 

∗−∗−∗
Ψ++≤ 111 )1( mmm hZhcZ ; 

∗∗−∗−∗∗∗+ Ψ+Ψ+++≤Ψ++≤ mmmmmm hhchZhchZhcZ 111
2

111 )1()1()1( . 

Продолжая этот процесс далее, получим для k = п следующее выражение в 
компактной форме:  

.)1()1( 111
1

1 ∗−
−

=
∗−

+−

∗
Ψ+++≤ ∑ k

kn
n

mk
m

mn
n hchZhcZ   (5.31) 

Упростим эту оценку, несколько загрубив ее. При x0 ≤ хk ≤ хn ≤ Х имеем 
(n – k)h ≤ Х, поэтому  

(1+hc1)n– k ≤ exp(hc1(n – k)) ≤ exp(c1X). 
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Здесь exp(c1X) — ограниченная функция. Теперь из выражения (5.31) получа-
ем 

.)exp( 111 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +Ψ⋅≤ ∑

=
∗−∗−∗

n

mk
mkn ZhXcZ     (5.32) 

Далее, учитывая уравнения (5.12) и (5.25), запишем неравенства, позволяю-
щие перейти от нормы ||·||∗ к норме ||·||C:  

( ) ( ) nCCnCn zQZQZ ⋅≥⋅≥
−−−−
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1111 ; 

jmjCCmCm zQZQZ
1011 max
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=Ψ≤Ψ ψψ

000
11

2
. 

Подставляя эти неравенства в (5.32) и обозначая М1 = ||Q||c||Q–1||c, 
M2 = 2M1/|a0|, устанавливаем оценку погрешности решения zn:  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +≤ ∑

−

=−≤≤

mn

k
kjmjn hMzMXcz

0
21011 max)exp( ψ .   (5.33) 

Откуда, используя оценку погрешностей аппроксимации начальных 
данных и разностного метода (5.22) и учитывая ограниченность функции 
exp(c1X), получаем окончательную оценку погрешности m-шагового метода 

)(|| p
n hOz = , 

означающую сходимость метода с порядком ) , равным порядку аппрок-
симации начальных данных и разностного уравнения. Теорема доказана. 

( phO

 
 

6. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЖЕСТКИХ СИСТЕМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

6.1. Условно и абсолютно устойчивые разностные методы 

Рассмотрим решение задачи Коши 

000 )(,),,( uxuxxuxf
dx
du

=>=     (6.1) 

посредством m-шаговых разностных методов  

∑ ∑
= =

−−− =
m

k

m

k
knknkkn

k yxfby
h
a

0 0
),( ,  n = m, (m+1), … .  (6.2) 
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Как было установлено ранее, устойчивость и сходимость метода опре-
деляются выполнением условия корней, то есть расположением корней ха-
рактеристического уравнения  

∑
=

− =
m

k

km
k qa

0
0      (6.3) 

внутри круга единичного радиуса комплексной плоскости |q| ≤ 1, причем на 
границе единичного круга не должно быть кратных корней. 

Эти условия не учитывают многих особенностей и свойств решений 
дифференциальной задачи (6.1) и используемого разностного уравнения 
(6.2). Они означают лишь ограниченность решений однородного разностного 
уравнения при n → ∞ и обеспечивают, как показано, также ограниченность 
неоднородного разностного уравнения и сходимость m-шагового метода. Од-
нако при таком подходе коэффициенты bk k = 0, 1, …, m и, вообще, правая 
часть уравнения (6.2), не оказывают никакого влияния на устойчивость и 
сходимость численного решения. 

Если же заранее известна некоторая характерная особенность в пове-
дении решения исходного дифференциального уравнения, то желательно, 
чтобы она сохранялась и у разностного решения. Такое требование сужает 
множество допустимых разностных методов.  

Определим методы, пригодные для расчета асимптотически устойчи-
вых решений уравнения (6.1). Анализ проведем на задаче Коши для модель-
ного уравнения c λ = const:  

u
dx
du λ−= ,  x > x0,  u(x0) = u0 .    (6.4) 

Для λ > 0 это уравнение имеет монотонно убывающее при х → ∞ решение 
u(х) = . Для любых h > 0 решение уравнения )(

0
0xxeu −−λ (6.4) удовлетворяет не-

равенству  
|u(x+h)| ≤ |u(х)|,     (6.5) 

что означает устойчивость решения.  
Потребуем и для разностного решения задачи выполнения аналогично-

го неравенства. Рассмотрим метод Эйлера для задачи (6.4) 

n
nn y

h
yy λ−=

−+1 ,    n = 0, 1, … ,   (6.6) 

откуда получаем  

nn qyy =+1 ,  где  λhq −=1 . 

Для получения оценки вида (6.5) для уравнения (6.6) 
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|yn+1| ≤ |yn|,  п = 1, 2, … 

необходимо, чтобы выполнялось условие |q| ≤ 1, то есть 11 ≤− λh . Откуда 
вытекает ограничение на шаг интегрирования h:  

λ
20 ≤< h .      (6.7) 

Следовательно, метод (6.6) устойчив, если шаг h удовлетворяет условию 
(6.7). 

Разностный метод (6.2) называется абсолютно устойчивым, если он ус-
тойчив при любых h > 0, и условно устойчивым, если он устойчив при неко-
торых ограничениях на шаг h.  

Таким образом, метод Эйлера (6.6) условно устойчив при условии 
(6.7). Рассматривая применение неявного метода Эйлера для уравнения (6.4) 
с λ > 0, обнаруживаем, что он является абсолютно устойчивым:  

1
1

+
+ −=

−
n

nn y
h

yy λ  ; 

nn qyy =+1 ,  где  )1/(1 λhq += ; 

так как условие  
|q| = 1/(1 + λh) < 1 

 
для него выполняется при любых h > 0. Следовательно, численное решение, 
полученное с его помощью оказывается асимптотически устойчивым при 
любых h > 0. 

Несмотря на частный характер рассмотренной задачи, полученные ре-
зультаты отражают характерные свойства и для более общих асимптотически 
устойчивых систем дифференциальных уравнений: явные разностные мето-
ды являются условно устойчивыми, а среди неявных методов существуют 
абсолютно устойчивые. 

Условная устойчивость является существенным недостатком явного 
метода, так как вынуждает брать слишком маленький шаг интегрирования h. 
Неявный метод не накладывает такого ограничения на шаг h, однако приме-
нение его приводит к необходимости решения на каждом шаге системы ал-
гебраических уравнений, часто нелинейной. 
 

6.2. Понятие жесткой системы дифференциальных уравнений  

Большинство рассмотренных ранее численных методов решения одно-
го обыкновенного дифференциального уравнения может применяться и для 
решения систем дифференциальных уравнений. Однако в случае систем 
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уравнений, описывающих процессы, протекающие с различной скоростью, 
могут возникнуть существенные трудности при решении. 

Покажем это на примере решения задачи Коши для двух независимых 
уравнений:  

11
1 ua

dx
du

−= ;       22
2 ua

dx
du

−= ;           (6.8) 

x > x0,     0
101 )( uxu = ,    0

202 )( uxu = , 

где постоянные а1 и а2 > 0.  
Система (6.8) имеет монотонно убывающее с увеличением х решение  
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Пусть а2 >> а1. Тогда составляющая u2(х) затухает гораздо быстрее, чем со-
ставляющая u1(х), и, начиная с некоторого х, решение системы 
и(х) = [и1(х), и2(х)]T практически полностью определяется лишь медленно 
убывающей составляющей и1(х). Тем не менее, при решении системы (6.8) 
явным разностным методом шаг интегрирования h определяется компонен-
той и2(х), не существенной с точки зрения поведения решения системы, что 
приводит к большим затратам машинного времени. 

Поясним это на примере решения системы (6.8) методом Эйлера:  

011
1

1
1 =+

−+
n

nn

ua
h

uu ;   022
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1
2 =+

−+
n

nn

ua
h

uu ;   (6.9) 

где ) , i = 1, 2. Этот метод будет устойчив при одновременном вы-
полнении двух условий: ha1 ≤ 2 и ha2 ≤ 2. Так как а2 >> a1 > 0, условие устой-
чивости приводит к довольно жесткому oграничению на шаг интегрирования 
системы h ≤ 2/a2. 

( ni
n
i xuu =

Этот пример является искусственным, так как каждое уравнение мож-
но решать независимо. Однако подобные трудности возникают и при реше-
нии любой системы обыкновенных дифференциальных уравнений  

Au
dx
du

= ,      (6.10) 

если матрица А имеет большой разброс собственных значений λk.  
Если матрицу А преобразованием подобия можно привести к диаго-

нальному виду B = Q–1AQ, то введением новой переменной и = Qv  преобра-
зуем систему (6.10) в систему независимых уравнений с диагональной мат-
рицей B, имеющей одинаковые с матрицей А собственные числа λk:  
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vv B
dx
d

= . 

Определение. Асимптотически устойчивая система дифференциальных 
уравнений (6.10) с постоянной матрицей А(т×m) называется жесткой, если 
выполняются следующие условия: 

1) Re λk < 0, k = 1, 2, …, т (здесь Re λk — действительная часть собст-
венного значения λk); 

2) велико отношение 

kmk

kmkS
λ

λ

Remin

Remax

1

1

≤≤

≤≤= . 

Число S называется числом жесткости системы (6.10). Однако величина S , 
начиная с которой система становится жесткой, не указывается, она опреде-
ляется конкретной физической постановкой задачи. 

Если матрица А зависит от х, то ее собственные числа являются функ-
циями х— λk = λk(x), k = 1, 2, …, т. При каждом х можно определить число 
жесткости 

)(Remin

)(Remax
)(

1

1

x

x
xS

kmk

kmk

λ

λ

≤≤

≤≤= , 

которое также зависит от х. В этом случае система уравнений  

uxA
dx
du )(=  

с матрицей, зависящей от х, A(x), называется жесткой на интервале (x0, Х], ес-
ли Re λk(x) < 0, k = 1, 2, …, т, для всех х ∈ (x0, X) и число sup S(x) велико. 

Таким образом, решение жесткой системы содержит как быстро, так и 
медленно убывающие составляющие. Начиная с некоторого х > x0, решение 
системы почти полностью определяется медленно убывающей составляю-
щей. Однако в случае явных схем быстро убывающая составляющая накла-
дывает жесткие ограничения на условия устойчивости, что вынуждает брать 
шаг интегрирования слишком мелким. 

Для выхода из этой ситуации было рекомендовано для решения жест-
ких систем уравнений применять неявные разностные методы, обладающие 
существенно большей устойчивостью, чем явные методы. Например, решая 
систему (6.9) с помощью неявного абсолютно устойчивого метода Эйлера:  
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шаг интегрирования h можно выбирать, руководствуясь лишь соображением 
точности, а не устойчивости. 
 

6.3. Понятие жесткости для нелинейной системы дифференциальных 
уравнений 

Если для линейной системы дифференциальных уравнений число же-
сткости S можно определить заранее, до решения задачи, вычислив макси-
мальное и минимальное собственные значения матрицы системы, то для не-
линейной системы это совсем не так. Конечно, критерий оценки жесткости 
системы, это наличие существенно разномасштабных процессов, описывае-
мых системой, остается. Однако определить скорости протекания различных 
процессов, описываемых нелинейной системой, до решения задачи часто 
оказывается невозможно. 

Поэтому нелинейную систему приходится линеаризировать, а затем 
уже для линеаризированной системы определять число жесткости и экстра-
полировать его на нелинейную систему при принятых допущениях. Рассмот-
рим один из способов такой оценки жесткости нелинейной системы. 

Пусть задана задача Коши для нелинейной системы 

),( uxf
dx
du

= ,   x > x0, u(x0) = u0,   (6.11) 

где      и(х) = (и1(х), u2(х), …, um(х))T; 

f(x, u) = (f1(x, u), f2(x, u), …, fm(x, u))T. 
Пусть каким-то образом получено некоторое решение v(x) системы 

(6.11). Определим разность z(х) = u(х) – ν(х) между произвольным решением 
u(х) системы (6.11) и данным решением ν(x). Эта разность удовлетворяет 
системе уравнений: 

))(,())()(,( xxfxzxxf
dx

d
dx
du

dx
dz

kk
kkk ннн

−+=−= ,  k = 1, 2, ..., m. (6.12) 

Рассматривая z(х) как малое возмущение, внесенное в основное решение ν(x), 
разложим функцию )  в уравнении ,( zxfk +v (6.12) в ряд Тейлора. Так как 

),...,,,(),( 21 mkk uuuxfuxf = , 

имеем 
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где член O(|z|) обозначает величины более высокого порядка малости по 
сравнению с z. Подставляя это разложение в (6.12), получим 

)()())(,( zOxzxxA
dx
dz

+= н ,    (6.13) 

где 
н
нн
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))(,())(,( xxfxxA  — матрица Якоби с элементами 
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))(,())(,( ,      i, j = 1, 2, …, m. 

Отбрасывая в выражении (6.13) члены порядка O(|z|), получим систему урав-
нений первого приближения для функции w(x) ≈ u(х) – ν(х):  

)())(,()( xwxxA
dx

xdw н= .            (6.14) 

Система (6.14) является линейной системой дифференциальных уравнений 
относительно w(x) при заданной функции ν (x), и к ней уже можно применить 
изложенные выше способы оценки жесткости. 

Определение. Пусть λk(х), k = 1, 2, …, т — собственные числа матрицы 
A(x, v(x)). Число жесткости определяется как  
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Система (6.11) называется жесткой на решении ν(x) и на данном интервале 
x0 < х < Х, если:  

1) Re λk(x) < 0, k = 1, 2, ..., т для всех х ∈ (x0, Х); 
2) число sup S(x) велико. 

 
6.4. Специальные определения устойчивости 

Сравнение различных разностных методов, разрабатываемых для рас-
четов жестких систем уравнений, обычно проводится на решении задачи 
Коши для модельного уравнения  

u
dx
du λ= ,           (6.15) 



 69

где λ — произвольное комплексное число. Для обеспечения моделирования 
уравнением (6.15) задачи (6.10) расчеты проводятся при различных λ, соот-
ветствующих собственным числам матрицы А. 

Разностный m-шаговый метод (6.2) для уравнения (6.15) имеет вид 
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knkk mmnyba

0
...),1(,,0)( μ ,  (6.16) 

где μ = hλ — в общем случае комплексный параметр. 
Отыскивая решения уравнения (6.16) в виде уn = qn, получаем для q ха-

рактеристическое уравнение  
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0
0)( μ ,            (6.17) 

отличающееся от (6.3) тем, что его коэффициенты зависят от параметра 
μ = hλ. При больших μ корни уравнений (6.3) и (6.17) будут значительно от-
личаться, что вынудило дополнительно к требованию выполнения условия 
корней характеристического уравнения (6.3) ввести некоторые новые поня-
тия относительно устойчивости метода. 

Областью устойчивости разностного метода (6.2) называется множест-
во точек комплексной плоскости μ = hλ, для которых данный метод при ре-
шении уравнения (6.15) является устойчивым.  

Определим области устойчивости некоторых рассмотренных ранее ме-
тодов. Первым рассмотрим явный метод Эйлера  

),(1
nn

nn yxf
h

yy
=

−+ . 

Для уравнения (6.15) метод Эйлера имеет вид 
λμμ hyy nn =+=+ ,)1(1 . 

Он устойчив при условии |1+μ| ≤ 1, что для комплексного числа μ = μ0 + iμ1 
означает выполнение неравенства 1)1( 2

1
2

0 ≤++ μμ . Следовательно, область 
устойчивости данного метода представляет собой круг единичного радиуса с 
центром в точке (–1, 0). 

Неявный метод Эйлера 

),( 11
1

++
+ =

−
nn

nn yxf
h

yy   

для уравнения (6.15) имеет вид  

μμ
μ

hyy nn =
−

=+ ,
1

1
1 . 
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Условием его устойчивости будет выполнение неравенства 1)1(1 ≤− μ , от-
куда для комплексного числа μ получаем  

1
)1(
1

2
1

2
0

≤
+− μμ

.  

Отсюда следует, что областью устойчивости неявного метода Эйлера являет-
ся внешность круга единичного радиуса с центром в точке (1, 0).  

Кроме обычного определения устойчивости разностного метода (все 
корни характеристического уравнения (6.17) не превосходят по модулю еди-
ницу), в случае жестких систем используют и другие, более узкие определе-
ния устойчивости: А-устойчивый метод, А(α)-устойчивый метод и др.  

Разностный метод называется А-устойчивым, если область его устой-
чивости содержит левую полуплоскость Re μ < 0. Для асимптотически устой-
чивых систем уравнений (все Re λ < 0), это означает, что А-устойчивый метод 
является абсолютно устойчивым, если устойчиво решение исходного диффе-
ренциального уравнения. Отсюда следует, что явный метод Эйлера не явля-
ется А-устойчивым, а неявный метод — А-устойчив. 

Применение симметричной схемы второго порядка точности  

)),(),((5,0 11
1

nnnn
nn yxfyxf

h
yy

+=
+

++
+   (6.18) 

для уравнения (6.15) дает следующий алгоритм:  

μ
μ

5,01
5,01,1 −

+
==+ qqyy nn . 

Условие устойчивости этого метода q ≤ 1, то есть  

1
)5,0()5,01(
)5,0()5,01(

2
1

2
0

2
1

2
0 ≤

+−
++

μμ
μμ . 

Отсюда видно, что для асимптотически устойчивых уравнений (при Re μ < 0) 
область устойчивости метода (6.18) включает всю левую полуплоскость 
Re μ < 0. Следовательно, метод (6.18) является А-устойчивым. 

Для решения жестких систем уравнений было бы целесообразно ис-
пользовать А-устойчивые разностные методы, так как их условия устойчиво-
сти не накладывают ограничений на шаг h. К сожалению, класс А-
устойчивых методов весьма узок.  

Проведенными исследованиями показано [15], что наивысший порядок 
неявных А-устойчивых многошаговых методов равен двум, например, рас-
смотренная выше симметричная схема (6.18). Среди явных многошаговых 
методов нет А-устойчивых. 
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Было введено еще несколько менее ограничительных определений ус-
тойчивости, например А(α)-устойчивость. Разностный метод называется А(α)-
устойчивым, если область его устойчивости содержит угол 

λμαμ h=<− ,)arg( .     (6.19) 

Согласно этому определению при α = π/2  А(α)-устойчивость совпадает с А-
устoйчивостью. 

Доказано, что среди явных m-шаговых методов не существует А(α)-
устойчивого линейного многошагового метода, а для неявных m-шаговых 
методов построены А(α)-устойчивые методы третьего и четвертого порядков 
точности.  

 
6.5.  Неявные разностные методы Гира 

Для решения жестких систем уравнений часто применяются методы 
Гира, основанные на использовании упрощенного варианта многошагового 
метода (6.2) при b0 = 1, bi = 0 (i = 1, 2, …, m), 

∑
=

− =
m

k
nnknk yxhfya

0
),( .     (6.20) 

Перенеся неизвестные уравнения (6.20) в левую часть, получаем, в общем 
случае, неявное нелинейное уравнение относительно yn:  

∑
=

−−=−
m

k
knknnn yayxhfya

1
0 ),( , 

которое затем приходится решать каким-либо итерационным методом. 
Для получения методов Гира р-го порядка аппроксимации уравнения  

(4.12), (4.13) сводятся к виду 

∑ ∑∑
= ==

==−=−=
m

k

m

k
k

l
k

m

k
k plakkaaa

1 11
0 ...,,3,2,0;1; ,  (6.21) 

которые в развернутом форме представляются следующим образом: 
1...2 21 −=+++ mmaaa ;       

0...2 2
2

2
1 =+++ mamaa ;      

..……………………….     (6.22) 

0...2 21 =+++ m
mm amaa ;      

021 ... aaaa m −=+++ .       
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Определитель этой системы не равен нулю, следовательно, она имеет един-
ственное решение. Из системы (6.22) видно, что наивысший порядок аппрок-
симации методов Гира равен т. 

Разрешая систему (6.22) при различных т, получаем методы Гира со-
ответствующего порядка аппроксимации. 

При т = 1 получаем неявный метод первого порядка, эквивалентный 
методу Эйлера, 

),(1 nnnn yxhfyy =− − .     

При т = 2, т = 3 и т = 4 получаем методы: 

),(
2

43 21
nn

nnn yxhfyyy
=

+− −− ;     (6.23) 

),(
6

291811 321
nn

nnnn yxhfyyyy
=

−+− −−− ;   (6.24) 

),(
12

316364825 4321
nn

nnnnn yxhfyyyyy
=

+−+− −−−− , (6.25) 

имеющие, соответственно, второй, третий и четвертый порядки точности.  
Неявные методы Гира обладают хорошими свойствами устойчивости, 

что позволяет использовать их для решения жестких систем уравнений. На 
практике при решении жестких систем используются неявные методы до де-
сятого порядка точности. 

Определим область устойчивости метода второго порядка (6.23). Для 
этого применим метод (6.23) к модельному уравнению (6.15)  

n
nnn yyyy μ=

+− −−

2
43 21 ,       (6.26) 

имеющему характеристическое уравнение  

( ) 01423 2 =+−− qqμ .        (6.27) 

Здесь μ = hλ — комплексный параметр. 
Требуется найти множество точек G комплексной плоскости 

10 μμμ i+= , для которых оба корня q1,2(μ) уравнения (6.27) не превосходят 
по модулю единицу. Границей Г этой области является множество точек μ, 
для которых |q| = 1. 

Разрешим уравнение (6.27) относительно параметра μ:  

.2/)43( 21 −− +−= qqμ  
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При условии |q| = 1, то есть при q = е–iφ (e–iφ = cos φ – i sin φ ; 
q2 = cos2 φ + sin2 φ = 1), это уравнение принимает вид 

2/)43( 2 ϕϕμ ii ee +−= .      (6.28) 

График этой кривой приведен на рис. 4. При изменении φ от 0 до 2π 
точка μ описывает замкнутую, симметричную относительно действительной 
оси, кривую Г, отделяющую точки μ(q) снаружи этой кривой, для которых 
выполнено условие |q| < 1, то есть область устойчивости, от области неустой-
чивости, расположенной внутри кривой Г. Обозначая х = cos φ, уравнение 
(6.28) можно переписать в виде 

11,)2(1)1( 22 ≤≤−−−±−= xxxixμ , 

откуда видно, что кривая Г расположена целиком в правой полуплоскости μ. 
Так как область устойчивости G метода (6.23) содержит всю левую полу-

плоскость μ, метод (6.23) является А-устойчивым.  

 
  2.2 
     0                    1.8                4.0  
  

G 

μ0 

Г  μ1 

Рис. 4. Граница устойчивости метода (6.23) 

Аналогично определяется область устойчивости метода четвертого по-
рядка (6.25). Для этого его характеристическое уравнение записываем в виде 

)316364825(
12
1 4321 −−−− +−+−−= qqqqμ  

и, полагая q = е–iφ и х = cos φ, находим уравнение границы Г, разделяющей 
области устойчивости и неустойчивости: 

)815166(
3

1)13()1(
3
2 23

2
3 −+−

−
±+−−= xxxxixxμ .   (6.29) 
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Рис. 5. Граница устойчивости 
             метода (6.25) 

График полученной границы Г приведен на рис. 5. Как видно из ри-
сунка, в отличие от предыдущего примера, уравнение (6.29) имеет точки гра-
ницы, расположенные в левой полуплоскости. Поэтому метод (6.25) не явля-
ется А-устойчивым. В данном случае область устойчивости метода содержит 
угол α, который образует касательная γ к границе Г, проходящая через точку 
(0, 0), с отрицательным направлением оси μ0. Следовательно, метод (6.25) 
А(α)-устойчив. Проведенные оценки показали, что метод (6.25) А(α)-устойчив 
при α ≈ 68°. 

Для решения неявных уравнений метода Гира 
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−−=−
m

k
knknnn yayxhfya

1
0 ),(  

обычно используется какой-либо итерационный метод, например, метод про-
стой итерации 
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s
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10

)(

0

)1( 1),( ,  s = 0, 1, … .   (6.30) 

Итерации продолжаются до выполнения условия 

0)()1( >≤−+ εs
n

s
n yy , 

где ε — малая величина. В качестве начального приближения y(0) можно 
взять решение, полученное с помощью явного метода Адамса, например, 
третьего порядка точности  

)),(5),(16),(23(
12
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332211
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−−−−−−
− +−=

−
nnnnnn

n yxfyxfyxf
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yy . 

Определим условия сходимости процесса итераций. Для этого пред-
ставим уравнение (6.30) в виде  
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Затем, вычитая из него значение  с предыдущей итерации и используя 
теорему Лагранжа о среднем, находим  
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Отсюда, полагая Myf ≤∂∂  ( Muf ≤∂∂ ), получаем неравенство 
)1()(

0

)()1( −+ −≤− s
n

s
n

s
n

s
n yy

a
hMyy , 

определяющее условие сходимости итераций: 10 <ahM , которое выполняет-
ся при достаточнo малом h. Если ограничиться одной итерацией, то получаем 
метод предиктор-корректор. 
 

6.6. Неявные методы Рунге–Кутта 

Важным классом методов решения жестких систем уравнений являют-
ся неявные одношаговые методы Рунге–Кутта, имеющие следующий вид: 

∑
=

+ =
− m

i
ii

nn k
h

yy
1

1 σ ;    (6.31) 

)...,( 121211111 mmnn hkbhkbhkbyhaxfk +++++= ; 

 )...,( 222212122 mmnn hkbhkbhkbyhaxfk +++++= ; 

…….……………………………..………………. 

   )...,( 2211 mmmmmnmnm hkbhkbhkbyhaxfk +++++= . 

Значения коэффициентов ai, bij, σi (i, j = 1, 2, …, m) вычисляются после раз-
ложения функций yn+1, ki в ряд Тейлора и сведения невязки метода к мини-
муму путем приравнивания членов при степенях  к нулю, где р — поря-
док аппроксимации схемы.  

)1( −ph

Таким образом, получаются:  
неявная схема Рунге–Кутта третьего порядка O(h3):  

)(
2
1

21
1 kk
h

yy nn +=
−+ ;            (6.32) 
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неявные схемы Рунге–Кутта второго порядка O(h2):  
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);,( khyhxfkyxfk nnnn . 

Батчер показал, что для каждого т существует единственная формула 
Рунге–Кутта порядка точности 2т, причем коэффициенты этой формулы 
удовлетворяют следующим условиям: 

1) коэффициенты  являются корнями многочлена 

Лежандра степени т:  

miba
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j
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2) коэффициенты σi удовлетворяют уравнениям:  
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1 ...,,1,1σ ;    (6.35) 

3) коэффициенты bij удовлетворяют уравнениям:  

∑
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− =
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k
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k
jij a

k
ab

1

1 1 ,  k=1, …, m.     (6.36) 

Эти формулы Рунге–Кутта порядка 2т называются формулами оптимального 
порядка. 
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Получим некоторые неявные формулы Рунге–Кутта оптимального по-
рядка для m = 1, 2, 3.  

Многочлен Лежандра первой степени для т = 1 имеет вид  
L1(x) = x, 

L1(2a – l) = 2a – l. 
Откуда корень а = 1/2. Коэффициент σ1 определяется из уравнения (6.35) яв-
но — σ = 1, а b1 из уравнения  (6.36) — b1 = 1/2. В результате получаем одно-
членную формулу второго порядка O(h2):  

k
h

yy nn =
−+1 ,      (6.37) 
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. 

Эта формула называется неявной формулой средних прямоугольников.  
Для т = 2 полином Лежандра второй степени имеет вид  

),13(
2
1)( 2

2 −= xxL  

откуда                         )1)12(3(
2
1)12( 2

2 −−=− aaL ,  

и корни         6/32/11 −=a ;       6/32/12 +=a . 
Коэффициенты σ1 и σ2  определяются из уравнений (6.36):  

 σ1 + σ2 = 1; 

2/12211 =+ aa σσ , 

решение которых дает следующие значения: 

2/1;2/12/1
2

21

2
1 ==

−
−

= σσ
aa
a . 

Коэффициенты b11 и b12 определяются из уравнения (6.36) при i = 1:  

11211 abb =+ ; 

2
1212111 2

1 aabab =+ ;     ⇒       .
6
3

4
1,

4
1

1211 −== bb  

Коэффициенты b21 и b22 определяются из уравнений (6.36) при i = 2:  

22221 abb =+ ; 
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Наконец, получаем двучленную формулу Рунге–Кутта 4-го порядка:  
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Для m = 3 многочлен Лежандра третьей степени имеет вид  

)35(
2
1)( 3

3 xxxL −=   

и    ))12(3)12(5(
2
1)12( 3

3 −−−=− aaaL . 

Отсюда корни многочлена: .10/152/1;2/1;10/152/1 321 +==−= aaa  
Коэффициенты σi находятся из системы уравнений (6.35):  

1321 =++ σσσ ;   

2/1332211 =++ aaa σσσ  ; 

3/12
33

2
22

2
11 =++ aaa σσσ , 

а коэффициенты bij, i = 1, 2, 3;  j = 1, 2, 3, определяются из системы (6.36) при 
i = 1, 2, 3. Например, b11, b12, b13 при i = 1 находятся из уравнений: 

1131211 abbb =++ ;   

2
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3
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2
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1 aababab =++ . 

В результате получаем следующую формулу шестого порядка:  
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6.7. О решении неявных разностных уравнений 

Выше для решения неявных разностных уравнений рассматривалось 
применение метода простой итерации, необходимым условием сходимости 
которого является выполнение неравенств: 

1
0

<
a

hM    или   1
0

<
a
hL ,        (6.40) 

где h — шаг интегрирования; М = mах | fu(х, и) |; L — константа Липшица. 
Однако для жёстких cистем уравнений выполняется условие 
max | Re λk | >> 1. Следовательно, в силу соотношения max | Re λk | ≤ L кон-
станта Липшица и величина М для таких систем велики: М и L >> 1.  

В результате условие  сходимости метода простой итерации (6.40) 
приводит к сильному ограничению на шаг интегрирования и не даёт выиг-
рыша при применении неявных схем вместо явных. Поэтому при интегриро-
вании жёстких систем необходимо отказаться от использования метода про-
стой итерации.  

 
6.7.1. Решение неявных уравнений Гира 

Применим для решения неявных m-шаговых уравнений, в частности 
методов Гира, метод Ньютона. Запишем разностные уравнения в следующем 
виде:  

01),(
100

=+− ∑
=

−

m

k
knknnn ya

a
yxf

a
hy ,     (6.41) 
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будем считать yn = y(xn) и f(хn, уn) вектор-функциями. Итерационный процесс 
Ньютона для уравнений (6.41) будет выглядеть следующим образом:  

1)(
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Здесь s — номер итерации; 
y

yxf s
nn

∂
∂ ),( )(

 — матрица Якоби, элементы которой 

равны  

j
s

n

s
nni

ij y
yxfa
)(

),(
)(

)(

∂
∂

= .   

Для решения уравнений (6.42) надо вычислить обратную матрицу G–1 для 
матрицы G:  

y
yxf
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nn
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∂

−=
),( )(

0

, 

а потом определить последующее приближение вектора  по формуле )1( +s
ny

(6.42):  
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Кроме того, решение можно получить непосредственно из линейной 
системы уравнений  

),()( )(
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+ ,        (6.43) 

путем LU-разложения матрицы G, где L — нижняя треугольная матрица; 
U — верхняя треугольная матрица, последовательно решая две линейные 
системы: сначала с нижней треугольной матрицей L:  

),( )(

01 0

)( s
nnkn
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n yxf
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а затем с верхней U:  
Uv = w. 

После этого решение находится по формуле  

v+=+ )()1( s
n

s
n yy . 
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На каждой итерации требуется вычислить матрицу Якоби G, найти её 
обратную G–1 либо решить линейную систему уравнений (6.43). Часто для 
решения системы (6.41) применяют модифицированный метод Ньютона, ко-
гда вычисление матрицы G , её обращение или её LU-разложение произво-
дятся только один раз и все итерации для s = 1, 2, ... выполняются с одной и 
той же матрицей G–1 или с одними и теми же матрицами L и U. Если матрица 
Якоби мало изменяется от точки (хn, уn) к точке (хn+1, уn+1), то одна и та же 
матрица G–1 (или L и U ) может быть использована для вычисления уn в не-
скольких точках хn+1, хn+2, …. 

Если же для нахождения решения в некоторой точке xn+k сходимость не 
достигается за максимально допустимое число итераций, то вновь вычисля-
ется матрица Якоби и находится её обратная матрица G–1 или снова произво-
дится ее LU-разложение. 

 
6.7.2. Решение неявных уравнений Рунге–Кутта 

Для простоты рассмотрим способ решения неявных уравнений Рунге–
Кутта на примере системы двух уравнений первого порядка. В случае реше-
ния систем с большим числом уравнений процесс решения остается преж-
ним, только возрастают трудности вычисления матрицы Якоби системы и ее 
обращения. 

Пусть требуется решить систему уравнений первого порядка:  
y′ = f(x, y, z);   

z′ = φ(x, y, z),   

при  x > x0;  y(x0) = y0;   z(x0) = z0.        (6.44) 
Формула Рунге–Кутта четвертого порядка для системы (6.44) записывается в 
таком виде:  
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= f1(x, y, z, k1, k2, l1, l2); 
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= f2(x, y, z, k1, k2, l1, l2); 
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= φ1(x, y, z, k1, k2, l1, l2); 
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= φ2(x, y, z, k1, k2, l1, l2);         (6.46) 
Чтобы решить систему (6.45), необходимо прежде найти значения k1, k2, l1, l2, 
то есть решить неявную систему уравнений (6.46).  

Представим систему уравнений (6.46) в таком виде:  
k1 – f1(x, y, z, k1, k2, l1, l2) = 0; 

k2 – f2(x, y, z, k1, k2, l1, l2) = 0; 

 l1 – φ1(x, y, z, k1, k2, l1, l2) = 0; 

 l2 – φ2(x, y, z, k1, k2, l1, l2) = 0,       (6.47) 
или в векторной форме  

K – F(x, y, z, K) = 0,      (6.48) 
 
где   K = (k1, k2, l1, l2)T   или   K = (K1, K2, K3, K4)T;  

F(x, y, z, K) = (f1, f2, φ1, φ2)T. 
 

Для решения системы (6.47) или (6.48) применим метод Ньютона:  
 

K,2,1,0,1)()1( =Φ−= −+ sGKK ss  ,    (6.49) 

где ),,,( KzyxFK −=Φ ;   G — матрица Якоби для матрицы Φ, то есть 

iK
G

∂
Φ∂

= , Φ = (K1–f1, K2–f2, K3–φ1, K4– φ2)T, тогда  
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После определения матрицы Якоби G вычисляется обратная матрица 
G–1. Затем ее значение подставляется в уравнение (6.49), и находится вектор 
K на (s+1)-й итерации. Итерации продолжаются до выполнения условия схо-
димости решения  

ε≤−+ )()1( ss KK , 

где ε > 0 – малая величина. За начальное значение вектора K(0) при расчете 
вектора (y, z) в следующей точке xn+1 можно брать значение вектора K(s+1) из 
предыдущей расчетной точки xn.  

В самом начале расчета в качестве начального значения вектора K(0) 
можно использовать величину вектора K, полученную для явного метода 
Рунге–Кутта четвертого порядка.  

Возможно, значения вектора K, полученные посредством явной 
формулы Рунге–Кутта, можно использовать в качестве начальных данных и 
для расчетов в последующих точках xn, n = 1, 2, 3, …. Однако это требует 
соответствующей проверки.  

 
6.7.3. Способы выбора начальных приближений 

При решении задачи важным является вопрос выбора начального при-
ближения, так как от него зависят сходимость решения и количество итера-
ций, необходимых для достижения заданной точности. Для вычисления на-
чального приближения используются различные способы: 

1) явные формулы m-шаговых методов  
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2) явные формулы Адамса  

∑
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k
kknknnn byxf

a
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1 ),( ; 

3) интерполяционные формулы Эрмита  
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),( 111
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 формула второй степени  
),(2 112 −−− += nnnn yxhfyy ; 

 формула третьей степени  

),(3
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11321 −−−−− +−+−= nnnnnn yxhfyyyy ; 

 формула четвертой степени  
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114321 −−−−−− ++−+−= nnnnnnn yxhfyyyyy ; 

 формула пятой степени  

),(5
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 формула шестой степени  
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11654321 −−−−−−−− ++−+−+−= nnnnnnnnn yxhfyyyyyyy ; 

4) экстраполяционные формулы типа : ∑
−

=
−−=

1

1

m

k
knkn yy α

)(2 21 hOyyy nnn +−= −− ; 

)(33 2
321 hOyyyy nnnn ++−= −−− ; 

)(464 3
4321 hOyyyyy nnnnn +−+−= −−−− ; 

)(510105 4
54321 hOyyyyyy nnnnnn ++−+−= −−−−− ; 

)(61520156 5
654321 hOyyyyyyy nnnnnnn +−+−+−= −−−−−− . 

 
6.8. О решении систем уравнений и уравнений высшего порядка 

Рассмотренные методы решения одного обыкновенного дифференци-
ального уравнения применимы также к решению систем дифференциальных 
уравнений и уравнений высшего порядка. Например, алгоритм решения сис-
темы двух уравнений первого порядка  

),,( zyxfy =′ ;   ),,( zyxz ϕ=′  
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 при   00000 )(;)(; zxzyxyxx ==> , 

наиболее распространенным явным методом Рунге–Кутта 4-го порядка мож-
но представить следующим образом: 
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hlzhkyhxlhlzhkyhxfk nnnnnn ϕ ;  

),,();,,( 334334 hlzhkyhxlhlzhkyhxfk nnnnnn +++=+++= ϕ .  

Применение многошаговых методов для решения систем уравнений 
также не вызывает затруднений. 

Уравнения высшего порядка обычно решаются путём сведения их к 
системам уравнений первого порядка. Так, задачу Коши для уравнения по-
рядка m 

         ),,,,( )(m
m

m

zzzxf
dx

zd
K′=   при x > x0;  

     z(x0) = z0;     z'(x0) = A1; 

z″(x0) = A2;  z′″(x0) = A3; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

z(m–2)(x0) = Am–2;  z(m–1)(x0) = Am–1 
(здесь z0, Ai, i = 1, 2, …, (m–1), — постоянные) путем введения новых пере-
менных:  

32211 ,, uuuuuz =′′=′=′ ,      

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .       

122334 ,, −−−−−− =′=′=′ mmmmmm uuuuuu      
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сводим к задаче Коши для системы m уравнений первого порядка: 
0

00 )(,,),( UxUxxUxU =>Φ=′ , 

где T
m

T
m

T
m AAAzUfuuuuuuzU ),,,,(;),,,,(;),,,,( 1210

0
121121 −−− ==Φ= KKK . По-

сле этого она решается одним из рассмотренных выше методов. 
Например, задача Коши для уравнения третьего порядка 
 

  ),,,( zzzxfz ′′′=′′′  пpи x > x0;  
z(x0) = z0;  z'(x0) = A;  z"(x0) = B, 

путем введения новых переменных z' = и,  и' = v  приводится к системе трех 
уравнений первого порядка:  

),,,( vv zyxf=′ ;       

     v=′u ;  

     uz =′ ;  

при        x >x0  z(x0) = zo;  u(x0) = A; v(x0) = B. 
Представим эту систему в векторном виде: 

       U' = Φ(x, U), x > x0;  

       U(x0) = U0, 

где           , 
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а затем решаем ее каким-либо методом. 
 
 

7. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

7.1. Методы решения 

Краевыми задачами называются задачи, в которых дополнительные 
условия задаются при двух значениях независимой переменной (на концах 
рассматриваемого участка). Такие задачи получаются при решении уравне-
ний высших порядков или систем уравнений. 

Например, требуется найти решение краевой задачи для дифференци-
ального уравнения второго порядка 
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( ) ( ) ( )xfuxquxpu =+′+′′     (7.1) 

на отрезке [a, b], удовлетворяющего на концах отрезка условиям:  
BbuAau == )(;)( .       (7.2) 

Здесь A и B — постоянные. Граничные условия могут быть заданы и в более 
общем виде:  

.)()(
;)()(

22

11

Bbubu
Aauau

=′+
=′+

βα
βα

       (7.3) 

Коэффициенты αi, βi (i = 1, 2) определяются физическими условиями задачи. 
Методы решения краевых задач подразделяются на точные аналитиче-

ские, приближённые и численные.  
Аналитические методы изучаются в курсе дифференциальных уравне-

ний и применимы лишь для решения узкого класса уравнений, например, для 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными ко-
эффициентами и др.. 

Приближённые методы возникли до появления ЭВМ и не утратили до 
сих пор своего значения. Это — методы коллокаций, наименьших квадратов, 
метод Бубнова–Галёркина, вариационные и проекционные методы. 

Численные методы решения дифференциальных уравнений подразде-
ляются на три группы: 1) методы сведения решения краевой задачи к после-
довательности решений задач Коши; 2) методы конечных разностей; 3) мето-
ды конечных элементов.  

Рассмотрим подробнее некоторые упомянутые методы. 
 

7.2. Метод коллокаций 

Этот метод позволяет найти приближённое решение краевой задачи в 
виде аналитического выражения. Пусть требуется найти решение линейного 
дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( )xfuxquxpu =+′+′′     (7.4) 

на отрезке ],[ bax∈  при краевых условиях общего вида: 

.)()(
;)()(

22

11

Bbubu
Aauau

=′+
=′+

βα
βα

     (7.5) 

Выберем некоторую совокупность линейно независимых базисных 
функций φ0(x), φ1(x), …, φn(x), из которых φ0(x) удовлетворяет неоднородным 
краевым условиям (7.5), а остальные функции φi(x), i = 1, 2, …, n, удовлетво-
ряют однородным краевым условиям. 
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Приближённое решение краевой задачи (7.4), (7.5) ищем в виде линей-
ной комбинации базисных функций 

).()(
1

0 xaxy i

n

i
iϕϕ ∑

=

+=   

Такая функция y удовлетворяет краевым условиям при любых ai. Подставляя 

функцию )  в уравнение ()(
1

0 xaxy i

n

i
iϕϕ ∑

=

+= (7.4), получим некоторый оста-

точный член ),...,,,( 21 naaaxψ , не равный нулю, поскольку функция y не явля-
ется точным решением уравнения . Функция ψ(x, a) называется невязкой. (7.4)

Если при выборе коэффициентов ai будет выполнено условие 
ψ(x, a) = 0 для всех ],[ bax∈ , то функция y(x) будет точным решением урав-
нения (7.4). Однако так подобрать коэффициенты ai практически невозмож-
но. Поэтому ограничиваются требованием равенства нулю невязки в задан-
ном множестве точек x1, x2, …, xn на отрезке [a, b] — точки коллокаций. В 
этих точках дифференциальное уравнение (7.4) будет удовлетворяться точно. 
Таким образом, получается система алгебраических уравнений:  

0),,,,( 211 =naaax Kψ ; 

0),,,,( 212 =naaax Kψ ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0),,,,( 21 =nn aaax Kψ  

относительно неизвестных ai, i = 1, 2, …, n. Число точек коллокаций должно 
согласовываться с количеством базисных функций. Чем больше используется 
базисных функций и, соответственно, точек коллокаций, тем точнее получа-
ется приближённое решение. 

Пример. Методом коллокаций решить краевую задачу  
222 xuxuu =+−′′  на отрезке ]   при )1(;1)0( == uu1,0[ 0 . 

Решение. В качестве базисных функций выбираем полиномы 
, n = 0, 1, 2, …. Функция )(0 xϕ)1()( xxx n

n −=ϕ  удовлетворяет неоднородным 
краевым условиям 1, а функции )(xnϕ)0(0 =ϕ , n = 1, 2, …, — однородным 
краевым условиям 0)1()0( == nn ϕϕ . Точками коллокаций примем точки 
x1 = 1/3; x2 = 2/3. Ограничимся тремя базисными функциями и положим при-
ближенное решение уравнения равным 

)()()1( 32
2

2
1 xxaxxaxy −+−+−= . 

В результате невязка ψ(x, a1, a2) будет равна  
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)231(2)1(22),,( 32
2

2
1

2
21 xxxaxaxaax +−−+−+−=ψ . 

Подставляя координаты точек коллокаций x1 = 1/3; x2 = 2/3 в выражение не-
вязки, получим систему уравнений для определения коэффициентов a1, a2:  

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

.424618
;51248

21

21

aa
aa

 

Отсюда находим a1 = 1,008, a2 =1,307 и приближённое решение будет иметь 
вид 

32 3,13,01 xxy ++≈ . 

 
7.3. Метод наименьших квадратов 

Рассмотрим решение методом наименьших квадратов линейного диф-
ференциального уравнения (7.1). Выбираем некоторую базисную систему 
линейно независимых функций φ0(x), φ1(x), …, φn(x). При этом φ0(x) удовле-
творяет неоднородным, а остальные функции φi(x), i = 1, 2, …, n, удовлетво-
ряют однородным краевым условиям (7.3). Приближённое решение ищется в 
виде 

)(...)()()( 22110 xaxaxaxy nnϕϕϕϕ ++++= . 

Подставляя функцию y в дифференциальное уравнение (7.1), получаем не-
вязку 

fyxqyxpyaaax n −+′+′′= )()()...,,,,( 21ψ , 

которая на отрезке [a, b] должна быть минимальной по абсолютной величи-
не. 

Это требование выполняется при условии минимального значения ин-
теграла от квадрата невязки 

∫ ==
b

a
n dxaaaxS min),...,,,( 21

2ψ . 

Для получения минимума интеграла S необходимо приравнять к нулю 
частные производные S по коэффициентам ai, то есть  

∫ ==
b

a

dx
aa

S 02
11 ∂

ψ∂ψ
∂
∂ ; 

∫ ==
b

a

dx
aa

S 02
22 ∂

ψ∂ψ
∂
∂ ; 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . 

∫ ==
b

a nn

dx
aa

S 02
∂

ψ∂ψ
∂
∂ .         (7.6) 

В результате получается система линейных алгебраических уравнений отно-
сительно ai, откуда и определяются их значения. 

Пример. Интегральным методом наименьших квадратов решить пре-
дыдущую краевую задачу  

222 xuxuu =+−′′  на отрезке [0, 1]  при )1(;1)0( == uu 0 .    (7.7) 

Выбирая базисные функции в виде 1()(0 xx −=ϕ ) ; )()( 2
1 xxx = −ϕ ; 

)()( 32
2 xxx −=ϕ , решение задачи ищем в виде  

)()()1( 32
2

2
1 xxaxxaxy −+−+−= . 

 функцию y, получаем невязку ψ(x, ai):  Подставляя в (7.7)
)231(2)1(22),,( 32

2
2

1
2

21 xxxaxaxaax +−−+−+−=ψ . 
В этом случае интеграл от квадрата невязки будет иметь вид 

∫ ∫ +−−+−+−==
1

0

1

0

232
2

2
1

2
21

2 )]231(2)1(22[),,( dxxxxaxaxdxaaxS ψ , 

и уравнения (7.6) принимают следующий вид: 

∫ =−++−−+−−=
1

0

232
2

2
1

2

1

0]2)231(2)1(2)[1(
2
1 dxxxxxaxax

a
S

∂
∂ ;     

∫ =−++−−+−+−−=
1

0

232
2

2
1

32

2

0]2)231(2)1(2)[231(
2
1 dxxxxxaxaxxx

a
S

∂
∂ , 

а после интегрирования получаем уравнения: 
36332 21 =+ aa ;       

833,3762,10 21 =+ aa ,      

решая которые, находим коэффициенты a1 = 1,1012; a2 = 0,2538 и прибли-
женное решение задачи  

32 2538,08474,01012,01 xxxy −−+= . 

Для приближённого решения краевой задачи часто ищут минимум не 
интеграла от квадрата невязки, а минимум конечной суммы ψ2(x):  

∑
=

=
n

i
maaaxS

0
21

2 )...,,,,(ψ , 
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на некотором множестве точек xi, i = 0, 1, 2, …, n. 
 

7.4. Метод Бубнова–Галеркина 

Рассмотрим метод Бубнова–Галеркина [36] решения линейных диффе-
ренциальных уравнений. Этот метод основывается на теореме общих рядов 
Фурье. Пусть {φn(x)} — полная система ортогональных функций с ненулевой 
нормой на отрезке [a, b]. Если непрерывная функция f(x) ортогональна на 
[a, b] ко всем функциям φn(x), то есть 

∫ =
b

a
n dxxxf 0)()( ϕ , где n = 0, 1, 2, …,   (7.8) 

то f(x) ≡ 0 при ,[ bax ∈ ] . 
Доказательство. Ряд Фурье для f(x) относительно системы ортого-

нальных функций можно представить в виде 

∑
∞

=

≈
0

)()(
n

nn xcxf ϕ . 

Из теории рядов Фурье известно, что коэффициенты Фурье определяются по 
формуле 

∫=
b

a
n

n

n dxxxfc )()(1
2 ϕ

ϕ ∫ >=
b

a
nn dxx 0)(22 ϕϕ,  где . 

Согласно условию (7.8) имеем 
...,2,1,0,0 == ncn . 

Для любой непрерывной функции f(x), как известно, в случае полной систе-
мы базисных функций {φn(x)} выполняется равенство полноты 

∫ ∑
∞

=

=
b

a n
nnn cdxxf

0

222 )( ϕ . 

Отсюда, учитывая cn = 0, n = 0, 1, 2, …, получаем 

∫ =
b

a

dxxf 0)(2 , 

следовательно, f(x) ≡ 0  на отрезке [a, b].  
Если непрерывная функция f(x) ортогональна лишь к конечной системе 

функций φi(x), то есть ...210 ===== Ncccc 0 , то  

εϕ <=∫ ∑
∞

+=

b

a Nn
nn cdxxf

1

222 )( , 
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где ε > 0 — малая величина при достаточно большом N. В этом случае f(x) в 
среднем на отрезке [a, b] будет сколь угодно мала. 

Алгоритм метода Бубнова–Галёркина также основан на выборе базис-
ной системы линейно независимых функций φ0(x), φ1(x), …, φn(x), из которых 
φ0(x) удовлетворяет неоднородным краевым условиям, а остальные функции 
φi(x) удовлетворяют однородным краевым условиям. 

На основе этой базисной системы строится приближённое решение за-
дачи в виде их линейной комбинации 

)(...)()()( 22110 xaxaxaxy nnϕϕϕϕ ++++= . 

Подставляя эту функцию в дифференциальное уравнение, получаем невязку 

[ ] [ ] )(),(
1

0 xfLaLax
n

i
iii −+= ∑

=

ϕϕψ  

Здесь L[φ0] — дифференциальный оператор; f(x) — правая часть уравнения; 
L(u) = f(x) — дифференциальное уравнение. Например,  

uxquxpu )()( +′+′′L(u) = . 

Согласно методу Бубнова–Галёркина требуем, чтобы невязка была ор-
тогональна к базисным функциям φi(x), i = 1, 2, …, n, что при достаточно 
большом их числе обеспечивает малость невязки в среднем. В результате по-
лучаем следующую систему линейных алгебраических уравнений для коэф-
фициентов ai, i = 1, 2, …, n: 

∫ =
b

a
n dxaaaxx 0)...,,,,()( 211 ψϕ ; 

∫ =
b

a
n dxaaaxx 0)...,,,,()( 212 ψϕ ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

∫ =
b

a
nn dxaaaxx 0)...,,,,()( 21ψϕ . 

Разрешая эту систему, находим коэффициенты ai и приближенное решение 
задачи y. 

Пример. Найти методом Бубнова–Галёркина приближённое решение 
краевой задачи  

222 xuxuu =+−′′  на отрезке [0, 1] при условиях u(0) = 1; u(1) =0. 
Решение. Ради простоты будем рассматривать три базисные функции 

)(xiϕ : 
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)1()();1()(;1)( 2
210 xxxxxxxx −=−=−= ϕϕϕ . 

Приближённое решение ищем в виде 

)()()1( 32
2

2
1 xxaxxaxy −+−+−= . 

Подставляя )(xy  в дифференциальное уравнение, получаем невязку ψ(x):  

)231(2)1(22),,( 32
2

2
1

2
21 xxxaxaxaax +−−+−+−=ψ . 

Из условия ортогональности невязки к базисным функциям получаем систе-
му двух линейных уравнений для коэффициентов ai, i = 1, 2: 

( ) ( )∫ =−
1

0
21

2 0,, dxaaxxx ψ ; 

( ) ( )∫ =−
1

0
21

32 0,, dxaaxxx ψ .            (7.9) 

Подставляя в уравнение (7.9) значения ψ(x, ai), после интегрирования полу-
чаем систему линейных алгебраических уравнений:  

17814 21 =+ aa ;       

282221 21 =+ aa .       

Отсюда находим коэффициенты a1 = 1,07143, a2 = 0,25 и приближенное ре-
шение задачи (xy ) :  

32 25,0757143,007143,01 xxxy −−+= . 

Для получения более точного решения необходимо использовать большее 
количество базисных функций. 

Для решения нелинейных дифференциальных уравнений с нелиней-
ными граничными условиями можно также применять рассмотренные выше 
методы. При этом искомая функция y(x), определяемая как 

∑
=

=
n

i
ii xay

0
)(ϕ , 

должна, во-первых, удовлетворять краевым условиям при любых значениях 
коэффициентов ai, i = 1, 2, …, n. Во-вторых, в результате минимизации не-
вязки или ее ортогонализации относительно базисных функций получается 
система нелинейных алгебраических уравнений относительно коэффициен-
тов ai, i = 1, 2, …, n, которая должна решаться каким-либо итерационным 
методом. 
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7.5. Вариационный метод Ритца 

Вариационные методы (частный случай проекционных) применяются 
для решения задач, которые сводятся к задачам отыскания экстремумов 
функционала. Согласно этому принципу решение задачи u(x) должно быть 
стационарной точкой вариационного функционала  

∫ ′=Φ
b

a

dxuuxFu ),,()( .          (7.10) 

Вариационный функционал обычно имеет определенный физический смысл. 
Часто он выражает потенциальную энергию физической системы. 

Пусть U — множество непрерывных кусочно-гладких функций, на ко-
тором определен функционал Φ(u), удовлетворяет граничным условиям: 

u(a) = ua;         u(b) = ub,       (7.11) 
где ua и ub заданы. 

Пусть дважды непрерывно дифференцируемая функция u(x) является 
стационарной точкой функционала (7.10). Тогда согласно вариационному ис-
числению эта функция должна удовлетворять дифференциальному уравне-
нию  

0),,(),,( =′+′− ′ uuxFuuxF
dx
d

uu ,         (7.12) 

uFuuxFu ′∂∂=′′ ),,( ; которое называется уравнением Эйлера. Здесь 
uFuuxFu ∂∂=′),,( . Следовательно, решение вариационной задачи сводится к 

решению краевой задачи (7.12), (7.11). При некоторых условиях эти задачи 
оказываются эквивалентными, и появляется возможность решать определен-
ный класс краевых задач методами вариационного исчисления.  

Рассмотрим функционал 

∫∫ −+′=Φ
b

a

b

a

fudxdxquuku ))((
2
1)( 22 ,   (7.13) 

где k(x), q(x), f(x) – кусочно-непрерывные функции, удовлетворяющие усло-
виям: k(x) ≥ k0 > 0; q(x) ≥ 0. Вариационная задача о поиске минимума функ-
ционала (7.13) на множестве U сводится к решению уравнения Эйлера (7.12), 
где 

uxfuxquxkuuxF )())())(((
2
1),,( 22 −+′=′ , 

и окончательно получаем уравнение Эйлера  
fquuk =+′′− )(         (7.14) 
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с граничными условиями (7.11):    u(a) = ua;  u(b) = ub. 
В вариационном исчислении доказывается, что функция u(x) является 

точкой минимума функционала (7.13)  
)(min)( uu

Uu
Φ=Φ

∈
, 

если она является решением краевой задачи (7.14), (7.11). 
Достоинство вариационной постановки задачи (7.14), (7.11) заключает-

ся в том, что в ней не требуется наличия у рассматриваемых функций второй 
производной и непрерывности первой производной. Это является важным 
для многих приближенных методов.  

Метод Ритца является приближенным методом решения вариационной 
задачи о поиске минимума функционала Φ(y) на множестве Y. Приближенное 
решение y(x) ищется в виде комбинации системы линейно независимых ба-
зисных функций φi(x), i=0, 1, 2, …, n  

∑
=

=
n

i
ii xxy

0
)()( ϕα .     (7.15) 

Предполагается, что их линейная комбинация  при соответст-
вующем выборе коэффициентов αi будет аппроксимировать решение задачи с 
достаточной степенью точности.  

∑ =

n

i ii x0 )(ϕα

Обозначим через Y множество всех функций (7.15) при фиксированных 
φi(x), удовлетворяющих условиям:  

y(a) = ua;  y(b) = ub.       (7.16) 
Потребуем, чтобы базисные функции удовлетворяли условиям: 

φ0(a) = 1;  φi(a) = φi(b) = 0  для i ≥ 1;   φn(b) = 1. 
Отсюда и из уравнения (7.16) получаем, что  

α0 = ua;      αn = ub. 
Согласно методу Ритца приближенное решение y(x) определяется как 

функция, минимизирующая функционал Φ(y) на множестве Y:  
)(min)( v

v
Φ=Φ

∈Y
y .     (7.17) 

Учитывая вид функции y(x), можно сделать вывод, что задача (7.17) пред-
ставляет собой задачу минимизации функции ( )∑ =

Φ=Φ n

i ii xxy 0 )())(( ϕα  от 
(n – 1) переменных α1, α2, …, αn–1. Значения α0 и αn известны. Остальные па-
раметры αi находятся из условия минимума функционала Φ(y):  

0
0

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Φ

∂
∂

∑
=

n

i
ii

i

ϕα
α

,     i = 1, 2, …, (n–1).   (7.18) 
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Отсюда получается система (n – 1) уравнений для определения коэффициен-
тов αi, i = 1, 2, …, (n – 1), а, следовательно, находится приближенное решение  

∑
=

=
n

i
ii xxy

0
)()( ϕα . 

Пример. Рассмотрим решение методом Ритца краевой задачи (7.14)  
fquuk =+′′− )(        (7.19) 

при  u(a) = ua;         u(b) = ub. 
Решение. Функционал для нее имеет вид (7.13) 

∫ ∫ ∑∑∑∑
====

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛Φ=Φ

b

a

b

a

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii dxfdxqky

0

2

0

2

00 2
1)( ϕαϕαϕαϕα ; 

∫ ∫∑∑∑ =−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+′⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛Φ

∂
∂

===

b

a

b

a
jj

n

i
iij

n

i
ii

n

i
ii

j

dxfdxqk ϕϕϕαϕϕαϕα
α 000

 

∑ ∫∫
=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′=

n

i

b

a
ji

b

a
jiji dxfdxqk

0
)( ϕαϕϕϕϕ . 

Система (7.18), (7.16) превращается в данном случае в систему линей-
ных алгебраических уравнений  

∑
=

=
n

j
jjij ba

0
α ,    j = 1, 2, …, (n–1),    (7.20) 

где    ;   , ∫ +′′=
b

a
jijiij dxqka )( ϕϕϕϕ ∫=

b

a
jj dxfb ϕ

или в векторном виде  

Aα = d, 

где  A — матрица порядка (n–1); α = (α1, α2, …, αn–1)T и d = (d1, d2, …, dn–1)T —
 векторы; причем dj = bj – αj0 ua – αjn ub,  j = 1, 2, …, (n–1). 
Здесь A — симметричная положительно определенная матрица.  
 

7.6. Метод стрельбы 

Рассмотрим краевую задачу общего вида  

( )uuxfu ′=′′ ,,   для x ∈ [a, b]    (7.21) 

с краевыми условиями общего вида: 
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.)()(
;)()(

22

11

Bbubu
Aauau

=′+
=′+

βα
βα

        (7.22) 

Здесь A, B, αi, βi , i = 1, 2 — заданные константы. Для удобства решения зада-
чи приведем уравнение второго порядка (7.21) к системе двух уравнений 
первого порядка введением новой переменной z = u′(x): 

.],[;
;),,(

baxzu
zuxfz

∈=′
=′

       (7.23) 

Граничные условия (7.22) при этом принимают следующий вид: 

.)()(
;)()(

22

11

Bbzbu
Aazau

=+
=+

βα
βα

     (7.24) 

Метод стрельбы заключается в сведении решения краевой задачи 
(7.23), (7.24) к решению ряда задач Коши для уравнений (7.23) с начальными 
условиями:  

γαγβγ =−= )(;/)(),( 11 azAau . 

Здесь u(a,γ) — точка на оси ординат, в которой помещается начало инте-
гральной кривой u(x); γ — угол наклона касательной к интегральной кривой в 
точке x = a (рис. 6). Это искомый параметр, значение которого при начальном 
счете задается произвольно, исходя из физических соображений. 

Считая решение задачи Коши u = u(x, γ) зависящим от параметра γ, бу-
дем искать такую интегральную кривую u = u(x, γ*), которая выходит из точ-

      0                     a                                                                   b         x   
 

Рис 6. Метод стрельбы 

u(x,γ) 

γ γ∗ 

u(x,γ∗) 

   u(b,γ∗) 

   u(a,γ) 

u 
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ки (a, u(a, γ*)) и попадает в точку (b, u(b)), то есть, если γ = γ*, то решение 
u(x, γ*) задачи Коши совпадает с решением u(x) краевой задачи. Таким обра-
зом, при x = b получаем нелинейное уравнение от параметра γ:  

0/))((),( 22 =−− αβγ bzBbu , 

то есть уравнение вида  
F(γ) = 0, 

22 /))((),()( αβγγ bzBbuF −−=где     . 
Хотя это уравнение нельзя записать в виде некоторого аналитического 

выражения (оно является решением задачи Коши), для его решения может 
быть использован любой из методов решения нелинейных уравнений: метод 
половинного деления, метод Ньютона и др. 

Например, метод половинного деления. Находим начальный отрезок 
[γ0, γ1], содержащий параметр γ*, на концах которого функция F(γ) принимает 
значения разных знаков. Далее делим отрезок [γ0, γ1] пополам и решаем зада-
чу Коши при γ = γ2 = (γ0 + γ1)/2. В соответствии с методом деления отрезка 
пополам отбрасываем один из отрезков: [γ0, γ2] или [γ2, γ1], на котором функ-
ция F(γ) не меняет знак, и так далее, пока полученный отрезок не станет 
меньше заданной погрешности решения ε > 0, ⏐γn – γn–1 ⏐< ε. Решением γ* бу-
дет любая точка отрезка [γn, γn–1]. Этот метод хорошо работает, если функция 
u(x, γ) не слишком чувствительна к изменениям γ, в противном случае может 
возникнуть неустойчивость в решении. 

Более надежным способом решения задачи методом стрельбы является 
метод Ньютона. Он состоит в следующем. Пусть γ0 — некоторое приближе-
ние γ. Тогда γ* = γ0 + Δγ — искомое значение γ. Здесь Δγ — малое приращение 
γ. Решая задачу Коши при γ = γ0, получаем u(x, γ0). Разлагая функцию u(b, γ*) 
в ряд Тейлора в окрестности точки γ0 по Δγ, получаем 

( ) ( ) γ
∂γ
∂γγγ Δ+≈Δ+

ububu 00 ,, . 

Полагая u(b, γ0 + Δγ) = u(b, γ*) = (B–β2z(b))/α2, находим 
( )

( ) ∂γγ∂
γαβ

γ
0

022

,
,/)z(

bu
bubB −)(−

=Δ . 

( ) ∂γγ∂ 0,bu  находим из выражения Производную 

( ) ( ) ( )
δγ

γδγγ
∂γ

γ∂ 000 ,,, bububu −+
≈ .   (7.25) 

Здесь δγ — произвольное малое возмущение γ. 
∂γ∂ uДля нахождения  нужно дополнительно решить задачу Коши 

при γ = γ0 + δγ, в результате чего найдем u(b, γ0 + δγ). Затем по формуле (7.25) 
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находим поправку Δγ и вычисляем следующее приближение параметра γ: 
γ1 = γ0 + Δγ и так далее. Итерационный процесс продолжается до тех пор, по-
ка очередное значение поправки Δγ по абсолютной величине не станет мень-
ше некоторого малого числа ε > 0, погрешности решения: Δγ < ε. 

Методом стрельбы можно также решать краевую задачу, используя 
конечно-разностную аппроксимацию уравнений (7.21), (7.22). При этом нуж-
но проверять устойчивость используемой для решения задачи Коши разност-
ной схемы.  
 

7.7. Метод конечных разностей 

Этот метод сводит решение краевой задачи для дифференциального 
уравнения к решению системы алгебраических уравнений относительно ис-
комой функции на заданном множестве точек. Это достигается путем замены 
производных, входящих в дифференциальное уравнение, их конечно-
разностными аппроксимациями. 

Пусть задана краевая задача 
)(xfquupu =+′+′′  на отрезке [a, b]  (7.26) 

при граничных условиях 

ba ubuuau == )(;)( . 

Здесь ua, ub — постоянные. Введем сетку ωh в области решения, разбив отре-
зок [a, b] на n равных частей точками xi = a + ih, i = 0, 1, …, n, h = (b – a)/n. 
Введем сеточные функции: yi = y(xi);  pi = p(xi);  qi = q(xi);  fi = f(xi), определен-
ные в узлах этой сетки ωh. 

Заменим производные, входящие в уравнение (7.26), их конечно-
разностными аппроксимациями: 

2
11 2)(

h
yyyxu iii

i
−+ +−

=′′
h

yyxu ii
i 2
)( 11 −+ −

=′ ;   . 

(7.26)Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение , получаем 
систему разностных уравнений 

( ) )1(,,2,1,0,,, 11 −==+− niyyyxF iiii K    (7.27) 

при граничных условиях y0 = ua; yn = ub, 
 

являющуюся системой (n–1) алгебраических уравнений относительно значе-
ний сеточной функции y1, y2, …, yn–1. Значения y0 и yn берутся из граничных 
условий, если они заданы непосредственно. 

Если граничные условия задаются в общем виде:  
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,)()(
;)()(

22

11

b

a

bubu
auau

ϕβα
ϕβα

=′+
=′+

     (7.28) 

то они также должны представляться в разностном виде путем аппроксима-
ции производных  и )  конечно-разностными соотношениями. На-
пример, при аппроксимации односторонними разностями:  

(au′ ) (bu′

.

;
2

1
22

01
101

b
nn

n

a

h
yyy

h
yyy

ϕβα

ϕβα

=
−

+

=
−

+

−

     (7.29) 

Отсюда находятся значения y0 и yn, и система (7.27) тогда решается совмест-
но с уравнениями (7.29). 

Часто для повышения порядка точности задания граничных условий 
(7.28) они аппроксимируются симметричными разностями: 

 
2

)(;
2

)( 1111

h
yybu

h
yyau nn −+− −

=′−
=′ . 

В этом случае приходится вводить фиктивные точки x–1 и xn+1, лежащие вне 
рассматриваемого отрезка [a, b]. Количество неизвестных увеличивается на 
два. Для замыкания системы привлекают еще два разностных уравнения 

 при i = 0, n. (7.27)
 

7.8. Метод прогонки решения разностных уравнений 

Рассмотрим метод скалярной прогонки на примере решения следую-
щей краевой задачи:  

)()()()( xfxpuxuqxu =+′+′′ ;    (7.30) 

p > 0;  a≤ x ≤ b;   u(a) = A;  u(b) = B. 
Введём сетку ωh на отрезке [a, b] с шагом h = (b – a)/n; xi = (a + ih), 

i = 1, 2, …, (n – 1), а также сеточные функции, определённые на ωh. Запишем 
уравнения  в каждой точке сетки ωh:  (7.30)

)()()()()()( iiiiii xfxuxpxuxqxu =+′+′′ . 

Аппроксимируя производные конечными разностями, получим систему (n–1) 
линейных уравнений:  

)()(
2

)(
2 11

2
11

iii
ii

i
iii xfyxp

h
yy

xq
h

yyy
=+

−
+

+− −+−+  или 
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,
2

12
2

1
11 ii

i
iii

i hfy
q

h
y

h
hpy

q
h

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − +−              (7.31) 

где i = 1, 2, …, (n – 1) c граничными условиями:  
y0 = A;   yn = B.       (7.32) 

Здесь qi = q(xi);  pi = p(xi);  fi = f(xi). 
Полученная система разностных уравнений имеет трёхдиагональную 

матрицу, элементы которой равны нулю везде, кроме главной диагонали и 
двух её окружающих. 

(7.31), (7.32)Систему  решаем методом скалярной прогонки, являю-
щейся разновидностью метода исключения Гаусса. Для общности запишем 
уравнения (7.31) в таком виде:  

iiiiiii dycybya =++ +− 11 ;              (7.33) 

y0 = A;   yn = B,  i = 1, 2, …, (n – 1), 

ii
i

iii
i

i hfdq
h

c
h

hpbq
h

a =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ;

2
1;2;

2
1где   . 

При i = 1 уравнение будет иметь вид 

1211101 dycybya =++ . 

Разрешим его относительно y1: 

1

011
2

1

1
1 b

yady
b
cy −

+−= , 

и запишем его как 

1

11
1

1

1
1 ;

b
AadK

b
cL −

=−=1211 KyLy += ,   где . 

Дальнейшие решения системы (7.33) будем искать в виде . iiii KyLy += +1

Пусть получено решение для yi–1: 111 −−− += iiii KyLy . Найдём аналогич-
ное выражение для yi из уравнения (7.33), исключив из него переменную yi–1 
при помощи найденного решения 111 −−− += iiii KyLy . Для этого подставим yi–1 
в уравнение (7.33):  

iiiiiii dycybya =++ +− 11 . 
В результате получим уравнение 

iiiiiiiiii dycybKayLa =+++ +−− 111 ; 

( ) 111 −+− −+−=+ iiiiiiiii KadycbLay . 

Разрешив его относительно yi, имеем 
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iii

iii
i

iii

i
i bLa

Kady
bLa

cy
+

−
+

+
−
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−

−
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− 1

1
1

1

, 

iiii KyLy += +1или  , 

где выражения  

iii

iii
i

iii

i
i bLa

KadK
bLa

cL
+

−
=

+
−

=
−

−

− 1

1

1

;  

являются рекуррентными формулами для вычисления коэффициентов Li и Ki, 
для произвольных значений i = 1, 2, …, (n–1). 

Таким образом, в процессе исключения неизвестных система алгеб-
раических уравнений (7.33) с трёхдиагональной матрицей свелась к системе 
уравнений с двухдиагональной матрицей вида  

iiii KyLy += +1 . 

Для ее решения необходимо вначале вычислить коэффициенты Li и Ki 
для i = 1, 2, …, (n–1). Процесс их вычисления называется прямым ходом или 
прямой прогонкой и начинается с i = 0 (с левого конца). Начальные значения 
L0 и K0 получаем из уравнения с учетом граничного условия при i = 0: 

0100 KyLy += . 

AKL == 00 ;0 .Так как , из уравнения следует: Ay =0  
Последующие значения Li и Ki получаются из рекуррентных формул: 

)1(...,,2,1,;
1

1

1

−=
+

−
=

+
−

=
−

−

−

ni
bLa

KadK
bLa

cL
iii

iii
i

iii

i
i . 

Неизвестные значения функции yi определяются обратной прогонкой, 
начиная с правого конца отрезка, по рекуррентной формуле 

iiii KyLy += +1  для i = (n – 1), (n – 2), …, +1. 

Так как yn задано, yn = B, то последовательно получаем:  
        111 −−− += nnnn KyLy ; 

2122 −−−− += nnnn KyLy ; 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

         1211 KyLy += . 

(7.30)Рассмотрим применение метода прогонки для краевой задачи  
при граничных условиях общего вида (7.28):  
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)()()()( xfxpuxuqxu =+′+′′ ;     (7.34) 

p > 0,  a≤ x ≤ b; 

         aauau ϕβα =′+ )()( 11 ; 

bbubu ϕβα =′+ )()( 22 .        (7.35) 

В этом случае решение системы разностных уравнений (7.33)  

iiiiiii dycybya =++ +− 11 ;       

(7.36) 

 i = 1, 2, …, (n – 1)  
осложняется использованием граничных условий общего вида (7.35), ап-
проксимацию которых необходимо производить согласованно с порядком 
аппроксимации дифференциального уравнения (7.34), то есть со вторым по-
рядком точности:  

ah
yyy ϕβα =

−
+ −

2
11

101 ; 

b
nn

n h
yyy ϕβα =

−
+ −+

2
11

22 .      (7.37) 

В результате приходится дополнительно ввести две фиктивные точки x–1 и 
xn+1, лежащие вне рассматриваемого отрезка [a, b], и две переменные y–1, yn+1, 
а для замыкания системы (7.36) привлечь еще два разностных уравнения 

 при i = 0, n:  (7.36)

0100010 dycybya =++− ; 

nnnnnnn dycybya =++ +− 11 .       (7.38) 

Полученная система линейных уравнений (7.36), (7.38) совместно с 
(7.37) решается следующим образом. Из левого граничного условия (7.37) 
находится y–1:  

10111 /)(2 βϕα ayhyy −+=− , 

и подставляется в первое уравнение (7.38) 

10000111000 /2)()/2( βϕβα ahadcayhaby +=+++ . 

Затем полученное уравнение разрешается относительно yo:  

0100 KyLy += , 
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1100
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1100

00
0 /2

/2;
/2 βα

βϕ
βα hab
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hab

caL a

+
+

=
+

+
−=где    . 

Далее решение системы (7.36) ищется, как и ранее, в виде 

iiii KyLy += +1    для i = 1, 2, …, (n – 1), 

а коэффициенты Li и Ki определяются по рекуррентным формулам:  

)1(...,,2,1,;
1

1

1

−=
+

−
=

+
−

=
−

−

−

ni
bLa

KadK
bLa

cL
iii

iii
i

iii

i
i . 

Расчет коэффициентов Li и Ki — это прямой ход прогонки. 
Обратный ход начинаем с левого граничного условия. Определяя 

значение yn+1 из (7.37) 

2211 /)(2 βαϕ nbnn yhyy −+= −+  

и подставляя его во второе уравнение (7.38), получаем:  

2221 /2)/2()( βϕβα bnnnnnnnn hcdhcbycay −=−++− ; 

nn

nnn
n

nn

nn
n ca

hcd
y

ca
hcb

y
+

−
+

+
−

−=−
222

1

/2/2 βϕβα
 . 

Решая это уравнение совместно с уравнением 

111 −−− += nnnn KyLy , 

находим значение yn на правой границе отрезка [a, b]. Последующие значе-
ния неизвестных yi для i = (n – 1), (n – 2), …, 1 находятся по рекуррентной 
формуле  iiii KyLy += +1 :  

111 −−− += nnnn KyLy ; 

2122 −−−− += nnnn KyLy   ; 

  . . . . . . . . . . . . . . . .  

1211 KyLy += . 

Однако не для всяких систем уравнений применим метод скалярной 
прогонки. Условием хорошей обусловленности системы уравнений и устой-
чивости прогонки является выполнение условия |bi| ≥ |ai| + |ci| + δ,  δ > 0 — 
малая величина, то есть условие диагонального преобладания матрицы ко-
эффициентов.  
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